
第 10講 選択バイアス問題

ヘックマンの 2段階推定法

Heckman(1974)はGronau(1973)のモデルに労働時間を加えて、賃金と労
働時間が同時決定されるモデルを考察し、プロビット法と最小二乗法によっ

て推定できる２段階推定法 (ヘキット)を提示した。すなわち、

yi = x′
iβ + σλ(x′

iα) + εi yi > 0

ここで α = β/σ、E(εi) = 0、λは逆ミルズ比である。

このとき誤差項の分散は次のように表せる。

V ar(εi) = σ2 − σ2x′
iαλ(x′

iα) − σ2λ(x′
iα)2

ヘックマンは次の２段階の推定法を提案した。

第１ステップ：労働供給に関する二項選択モデルについてプロビット推定

し、パラメータ α̂を得る。

第２ステップ：パラメータ α̂を (１)式に代入し、yi > 0のサンプルについ
て最小二乗推定し、パラメータ β̂ と σを得る。これは一致推定量である。

この場合、Whiteの robust推定を行って不均一分散の問題に対処しておく
べきである。ヘックマンの 2段階推定法1は広く使われているが、縄田（1997)
が指摘しているように、第一段階のセレクションで用いる説明変数 x1iと第２

段階の推定で用いる説明変数 x2i がかなり重複しているような場合には、多

重共線性の問題がおこりヘックマンの方法は最尤法に比べて、誤差の分散が

大きくなり望ましくない。逆に x1i と x2i が別の変数である場合には、最尤

法と比べても誤差分散は大きくなく、推定方法の簡便さを考えると、ヘック

マンの方法を用いることが正当化される。2

2つの変数 y1 と y2 が２変量正規分布に従う(
y1

y2

)
∼ N

((
µ1

µ2

)
,

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

))
1STATAでは heckmanというコマンドを用いることでヘックマンの２段階推定法を行うこ

とができる。また heckprobというコマンドでセレクション用のプロビット最尤法推定ができる。
2以下は、星野（2009, pp.146-155）から引用している。
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ρは y1 と y2 の相関係数。

y2 がある閾値 cを超えた場合にのみ y1 が観測されるとする。

p(y1 | y2 > c) =
∫ ∞

c

p(y1, y2)
(y2 > c)

dy2

E(y1 | y2 > c) = µ1 + ρσ1g(α) > E(y1)

V (y1 | y2 > c) = σ2
1(1 − ρ2h(α)) < V (y1)

φ(·) 標準正規分布の確率密度関数

Φ(·) 累積分布関数

α = (c − µ2)/σ2, g(α) = φ(α)/(1 − Φ(α)), h(α) = g(α)(g(α) − α).
対象者の選択や観測されるかどうかがランダムではなく「y1 がある閾値 c

を超えた場合にのみ y1が観測されるとする」といった特定の被験者の変数の

値のみ観測されるメカニズムを選択メカニズムと呼び、またこれを無視して

単純な推定を行うことで生じるバイアスを選択バイアスと呼ぶ。

ヘックマンのプロビット選択モデル

結果変数の線形回帰モデル

yi1 = xt
i1β1 + εi1 (1)

結果変数はある特定の調査対象者でのみ観測される。観測可能性は x2に依

存する。

yi2 = xt
i2β2 + εi2 (2)

yi2 を調査対象者 iの潜在的な状態； yi2 > 0なら yi1 が観測される。こ

の式は選択方程式と呼ぶ。

ε1 と ε2 については次のような仮定をおく。(
ε1

ε2

)
∼ N

((
0
0

)
,

(
σ2

1 ρσ1

ρσ1 1

))
(3)

ε2 の分散は１とする。

このモデルをヘックマンのプロビット選択モデル（Heckit）と呼ぶ。

尤度関数

L =
∏

i=yi2≤0

[
1 − Φ(xt

i2β2)
]× ∏

i=yi2>0

[
Φ

(
1√

1 − ρ2

{
xt

i2β2 +
ρ

σ1
(yi1 − xt

i1β1)
})

× 1
σ1

φ

(
yi1 − xt

i1β1

σ1

)]
(4)
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選択メカニズムを無視した尤度関数は

L =
∏

i=yi2≤0

[
1 − Φ(xt

i2β2)
] × ∏

i=yi2>0

Φ
[
xt

i2β2×
] × 1

σ1
φ

(
yi1 − xt

i1β1

σ1

)
(5)

ヘックマンは（２）をプロビット推定で β̃2を計算し、それを用いて（１）を

推定する方法、ヘックマンの二段階推定法（Heckman’s Two Stage Estimation
Method）を提案した。

y2 > 0という条件の下での y1 の期待値

E(yi1 | yi2 > 0) = E(xt
i1β1 | yi2 > 0) + E(εi1 | yi2 > 0)

= xt
i1β1 + E(εi1 | εi2 > −xt

i2β2)

= xt
i1β1 + (ρσ1)

φ(x1
i2β2)

Φ(xt
i2β2)

(6)

選択バイアス修正のために付加された項をコントロール関数（control func-
tion）と呼ぶ。
第 1段階（１）「y1 が観測されるかされないか」をダミー変数化し、この

ダミー変数を x2 説明するプロビットモデルから β2 の推定値 β̃2 を得る。

第1段階（２）推定値 β̃2を用いて擬似的な説明変数 λ̃i = φ(xt
i2β̃2)�Φ(xt

i2β̃2)
を計算する。

第 2段階 yi1 を xi1 と λ̃i に回帰し、β1 と ρσ1 を推定する。

ヘックマンの二段階推定は一致性はあるが以下の問題点が指摘されている。

(1) 漸近有効性がない推定量

(2) V (εi1 | yi2 > 0)は不均一分散であり、最小二乗法の推定値の分散は修
正する必要がある

(3) β2 のうち定数項に対応する部分以外の値がある程度大きな値になる必

要がある

(4) 共変量に関して制約がある

プロビット選択モデルの因果効果推定への拡張

yi2 > 0: 介入を与えられた場合の結果変数 yi1が観測されるだけではなく、

介入を与えられない場合の結果変数 yi0 は観測されない。

yi2 ≤ 0: yi0 は観測され、yi1 は観測されないとする。結果変数についての

回帰モデルに

yi1 = xt
i1β1 + εi1, yi0 = xt

i1β0 + εi0
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 ε0

ε1

ε2

 ∼ N

 0
0
0

,

 σ2
0 σ01 ρσ0

σ01 σ2
1 ρσ1

ρσ0 ρσ1 1




ここでの関心は

E(y1 − y0) = {E(x1)}t (β1 − β0)

処置群での因果効果

TET = E(y1 − y0 | z = 1))

= {E(x1 | z = 1)}t (β1 − β0) + (ρσ1 − ρσ0)E
(

φ(xt
i2β2

Φ(xt
i2β2

| z = 1
)

ε1と ε0との共分散 σ01は推定できないので最尤法推定はできない。因果効

果や TETには σ01 が入っていないのでヘックマンの二段階推定法によって

得た β1 などの推定値を代入すれば推定できる。

「因果効果推定のためのプロビット選択モデル」は、ルービンの因果モデ

ルをパラメトリックに表現したものであると考える。
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