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第４講 同時方程式パネルデータ分析

4.1 はじめに

一般にパネルデータにおける同時方程式の推計は 2段階で行う。

1. 観察不可能な（latent variable）効果を一階の階差を取って消去する。

2. 内生変数に対して操作変数を見つけて 2SLS推計する。この場合、操作

変数は時間とともに変化する変数でなければならない。

次のようなモデルを考えよう。

yit1 = α1yit2 + zit1β1 + αi1 + vit1 (1)

yit2 = α2yit1 + zit2β2 + αi2 + vit2 (2)

ここで zit1, zit2 は外生変数、一般モデルでは固定効果 αi1 と αi2 は全ての

説明変数と相関している。誤差項 vit1 と vit2 は zとは無相関である。yit2 は

vit1 と、yit1 は vit2 と相関している。

(1)式を推計する場合、αi1+vit1は全ての説明変数と相関しているのでOLS

推計は不適切である。そこで αi1を階差を取って消去し、プーリング 2SLSで

推計する。

4yit1 = α1 4 yit2 +4zit1β1 +4vit1 (3)

この場合、誤差項4vit1 は4zit1 とは無相関となる。
しかし 4yit2 と4vit1 は相関している可能性があり、4yit2 に対して操作

変数をあてがう必要がある。一般には zit2に含まれていて zit1に含まれてい

ない変数であり、かつ時間とともに変化する変数が用いられる。

4hoursit = β0 + α1 4 log(wageit) +4(other factor sit) (4)

ここで4exper it(経験年数)を4 log(wageit)の操作変数として用いると、労
働を続けている人であれば常に4exper it = 1となり（すべての i, tに対して同

じ値をとることになり)、操作変数としては不適切である。例えば job-training

に対する補助金などを用いるとこの問題に対応できる。
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4.2 同時方程式パネルデータ分析の意義

同時方程式パネルデータとは、次のような構造をもっている。

例えば β̂1 を推計したい場合、

主体 i

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 Y1i = β1iX1i + v1it

2
...

...
...

g
...

...
...

G YGi = βGiXGi + vGit

主体 j

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 Y1j = β1jX1j + v1jt

2
...

...
...

g
...

...
...

G YGj = βGjXGj + vGjt

1. 各主体はクロスセクションで Y1iを選択すると同時に Ygi (g = 1, . . . , G)

を選択している。

2. これを t時点毎に行っている。

3. 一般の同時方程式問題では、各 i について各時点共通の β を推計して

いる。

4. この βg が異なる主体 i, jで共通しているとすると、誤差項の構造に違い

に配慮した推計をする必要が出てくる (固定効果 Ai を用いる)。

5. 一般のパネル推計では時系列方向の平均 Ȳ = βX̄ を用いたが、同時方程

式パネル推計では、個別主体の連立方程式制約下での βの推定量と主体

間のパネル推定量の差を最小にするような推定が有効かつ一致するよう

に求めることが問題となる。

これまで連立方程式体系から一本の方程式を選んで、それについて内生性

の問題に配慮した推計方法を考えてきた。1

yg
NTX1

= Ygγg +XgBg + vg (5)

= wgθg + vg g = 1, . . . , G

しかし、この方法は基本的には制限情報推定法 (limited-information esti-

mation method)に従っており、連立方程式体系全体から得られる情報を完全

に反映した推計 (完全情報推定法：full-information estimation method）を行

えば、より有効な推定量を得られる。

1以下の議論は Hsiao (2003, chap. 5), pp. 119-124 を参照している。
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ここで

y = (y0, . . . ,y0G)0, v = (v01, . . . ,v
0
G)

0

w =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
w1 o · · · o

o w2 o
...

...
. . .

...

o o · · · wG

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , θ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
θ1

θ2

...

θG

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
G本の構造方程式体系

y = wθ + v (6)

(6)式を３段階最小２乗法（3SLS）で推計して有効なのは誤差項（v1it , v2it , . . . vGit）

が iと tに関して iidの場合のみである。不均一分散や系列相関がある場合

には、完全情報最小距離推定 (the full information minimum-distance esti-

mator)か一般化３段階最小２乗法（the generalized 3SLS)を用いる必要が

ある。

完全情報最小距離推定は次のように定式化される。

T は固定、N は無限であるとすると、T 期の推計式に対して個人 iのG本

の構造方程式を考える。

y1i
t×1= w1i

θ1 + v1i

y2i
= w2i

θ2 + v2i

...

yGi
= wGiθG + vGi

i = 1, . . . N

(7)

最小距離推定値 θは次の目的 (距離)関数を最小化するように θ̂を選ぶこと

によって得られる。

hb̃π − f̃(θ)
i b̃Ω−1 hb̃π − f̃(θ)

i
ここで b̃πは yiの無制約の最小２乗法推定量、

b̃Ωは b̃πと個人 iにおける π̃の

差の分散共分散行列の一致推定量 (Ω̃ =
√
N(b̃π − π̃))。

もし vi が iidであれば
√
N(θ̂ − θ)は漸近的に正規分布となる。

一般化 3SLSは次のように求められる。

θ̂G3SLS = (SwxΨ̂
−1S0wx)

−1(SwxΨ̂
−1Sxy) (8)
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ここで

Swx =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
S̃w1x 0 · · · 0

0 S̃w2x · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · S̃wGx

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

S̃wgx =

∙
1

N

NP
i=1

wgi1x0i1,
1

N

NP
i=1

wgi2x0i2, . . .
1

N

NP
i=1

wgitx
0
it

¸
,

Sxy =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Sxy1

Sxy2

...

Sxyα

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Sxyg

TK×1

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
N

NP
i=1

xi1ygi1

...

1
N

NP
i=1

xitygit

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
一般化 3SLSは漸近的に最小距離推定に一致する。一般化３ SLSも３ SLSも

一致推定量ではあるが、誤差項の分散共分散に誤差構成構造が入っていると有

効推定ではなくなる。Baltagi(1981)は EC2SLSと同様に、error-component

three-stage least squares estimator (EC3SLS)を提案している。EC3SLSは

漸近的に完全情報最尤法と一致する。

4.3 三角配列システム

4.3.1 識別（identification）

連立方程式間の相関と個人の異時点間の相関を同時に扱う場合には、潜在

変数（latent variable）を用いるのが便利である。2

ygit を個人 iの t時点における yg の値とする。

誤差項については次のように仮定する。

vgit = dghit + ugit (9)

ここで ug は方程式間も個人 iと時間 tの間とも無相関の独立した誤差で

ある。

方程式間の誤差相関は共通の omitted variable h によってもたらされてお

り、次のような分散共分散構造をもっている。

hit = αi + wit (10)

2本節は Hsiao (2003, chap.5), pp.127-129 を参照している。
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ここで αi は時間に関しては一定で、個人間では iidに従っている。wit は

iと tに関して iidに従っており、αi とも無相関である。

次のような三角配列システムを考える。

y1it = β01xit + d1hit + u1it ,

y2it = −γ21y1it + β02xit + d2hit + u2it , (11)

y3it = −γ31y1it
+ γ32y2it

+ β03xit + d3hit + u3it

ここで xit は外生変数、hは観察できない潜在変数。

もし hを考慮しないか dg = 0であれば、このシステムは単純な recursive

systemであり、各式毎に最小 2乗法を適用することができる。

しかし、dg 6= 0であれば、同時性バイアス問題が出てくる。しかも十分な
外生変数 xがなければ 2SLSや EC2SLSを用いることもできない。

この場合、誤差項の分散共分散行列に制約を課す必要が出てくる。

d2
g(σ

2
α + σ2

w) = cd
2
g

µ
1

c
σ2
α +

1

c
σ2
w

¶
(12)

と表すことができる。σ2
α = 1として hを正規化すると、

Evitv
0
it = (1 + σ2

w)dd0 + diag(σ2
1 , . . . ,σ

2
G) = Ω (13)

Evitv
0
is = dd0 = Ωw if t 6= s (14)

Evitv
0
js = 0 if i 6= j (15)

ここで d = (d1, . . . , dG), diag(σ2
1 , . . . ,σ

2
G)は G × Gの σ2

1 ,σ
2
2 , . . . ,σ

2
G

を対角要素とする対角行列である。

αi, wit, ugit は正規分布に従っていると仮定すると、yの分布に関するすべ

ての情報は次のように集約できる。

cyit
= Γ−1Bcxit

B0Γ
0−1 + Γ−1ΩΓ0−1 (16)

cyts = Γ
−1BcxitsB0Γ

0−1 + Γ−1ΩwΓ
0−1 t 6= s (17)

cyxts = −Γ−1Bcxts (18)

ここで cyts = Eyity
0
is, cyxts = Exitx

0
is

係数行列 ΓとBを 1×G(G+ k), θ0 = (γ01, . . . , γ
0
G;β

0
1, . . . ,β

0
G)と並べ、

θはM の事前制約に直面しているとする。

Φ(θ) = φ (19)

ここで φはM × 1の定数ベクトル。
Γ,B,d,σ2

w,σ
2
1 , . . . ,σ

2
G を識別するための必要十分条件は (16)－ (19)式の

未知数に関する偏微行より (Jocobian)のランクが G(G+K) + 2G+ 1に等

しいということである（Hsiao(1983))。
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4.3.2 推計方法

これらを推計する方法はChamberlain(1977)によって操作変数法（the purged-

instrumental variable method)が、Chamberlain and Griliches (1975)によっ

て最尤法 the maximum-likelihood method)が提案されている。最尤法は有効

推定ではあるが計算が難しい。操作変数法は有効ではないが、計算が簡単であ

り、一致推定は得られる（詳細についてはHsiao(2003, chapter 5), pp.129-136

を参照）。

4.4 単一方程式推計

このアプローチをより厳密に考えてみよう。次のような同時方程式モデル

を考える。3

y1 = Z1δ1 + u1 (20)

ここで Z1 = [Y1,X1] , δ01 = (γ
0
1,β

0
1)

Y1は要素 δ1 の内生変数、X1は要素 k1 の外生変数、X = [X1, X2]は連立

方程式体系共通の外生変数。

誤差構成は次のように仮定する。

u1 = Zµµ1 + v1 (21)

ここで Zµ = (IN ⊗ ιT ), µ01 = (µ11, . . . , µN1)と v01 = (v111, . . . , vNT1)

は平均ゼロの確率変数である。

E

µ
µ1

v1

¶
(µ01, v

0
1) =

"
σ2
µ11
IN 0

0 σ2
v11
INT

#
(22)

SUR推計とはに右辺の内生変数が含まれている点が違う。SUR推計の場

合は次のように表せる。

E(u1u
0
1) = Ω11 = σ2

v11
INT + σ2

µ11
(IN ⊗ JT ) (23)

(19)は次のように変換できる。Q = INT − P, P = IN ⊗ J̄T ,

Qy1 = QZ1δ1 +Qu1 (24)

ここで ỹ1 = Qy1, Z̃1 = QZ1 として (23) 式を 2SLS 推計する。その際

X̃ = QX を操作変数として用いる。

Within2SLS推計は

δ̃1W2SLS = (Z̃
0
1pX̃ Z̃1)

−1Z̃ 01pX̃ ỹ1 (25)

var(δ̃1,W2SLS) = σ2
v11
(Z̃ 01pX̃ Z̃1)

−1

3以下の議論は Baltagi(2001) 第７章に全面的に依拠している。
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Within2SLSは次の式を GLS推計することによっても導出可能である。

X̃ 0ỹ1 = X̃
0
1Z̃δ1 + X̃

0ũ1 (26)

ȳ1 = py1, Z̃1 = pZ1とおき X̄ = PX を操作変数として (5)式を 2SLS推計

すると Between2SLS推計が得られる。

δ̂1B2SLS = (Z̄
0
1Px̄Z̄1)

−1
1 Z̄ 0Px̄ȳ1 (27)

var(δ̂1B2SLS) = σ2
111
(Z̄ 01Px̄Z̄1)

−1

σ2
`11
= Tσ2

µ11
+ σ2

v11

Between2SLSは GLS推計としても導出可能である。

X̄ 0ȳ1 = X̄
0
1Z̄δ1 + X̄

0ū1 (28)

(25)と (27)を連立方程式として扱う。Ã
X̃ 0ỹ1

X̄ 0ȳ1

!
=

Ã
X̃ 0Z̃1

X̄ 0Z̄1

!
δ1 +

Ã
X̃ 0ũ1

X̄ 0ū1

!
(29)

ここで

E

Ã
X̃ 0ũ1

X̄ 0ū1

!
= 0, var

Ã
X̃ 0ũ1

X̄ 0ū1

!
=

"
σ2
v

11
X̃ 0X̃ 0

0 σ2
1

11
X̄ 0X̄

#

(28) 式を GLS 推計すると the error component two-stage least squares

(EC2SLS)を得る。

δ̂1,EC2SLS =

"
Z̃ 01PX̃ Z̃1

σ2
v11

+
Z̄ 01PX̄ Z̄1

σ2
111

#−1 "
Z̃ 01PX̃ ỹ1

σ2
v

11

+
Z̄ 01PX̄ ȳ1

σ2
111

#
(30)

ここで

δ̂1EC2SLS = w1δ̂1w2SLS + w2δ̂1B2SLS

w1 =

"
Z̃ 01PX̃ Z̃1

σ2
v

11

+
Z̄ 01PX̄ Z̄1

σ2
111

#−1 "
Z̃ 01PX̃ Z̃1

σ2
v

11

#

w2 =

"
Z̃ 01PX̃ Z̃1

σ2
v

11

+
Z̄ 01PX̄ Z̄1

σ2
111

#−1 ∙
Z̄ 01PX̄ Z̄1

σ2
111

¸

σ̂2
v11

= (y1 − Z1δ̃1W2SLS)
0Q(y1 − Z1δ̃1W2SLS)ÁN(T − 1) (31)

σ̂2
1

11
= (y1 − Z1δ̃1B2SLS)

0P (y1 − Z1δ̂1B2SLS)ÁN (32)

σ̂2
µ

11
= (σ̂2

1
11
− σ̂2

v
11
)ÁT > 0

(19)式に Ω
−1/2
11 をかけて

y∗1 = Z
∗
1δ1 + u

∗
1 (33)
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ここで y∗1 = Ω
−1/2
11 y1, Z∗1 = Ω

−1/2
11 Z1, u∗1 = Ω

−1/2
11 u1

Ω
−1/2
11 = (PÁσ111

) + (QÁσnu11
) (34)

y∗1it
= (y1it

− θ1ȳ1i.)Áσnu11
, θ1 = 1− (σnu11

Áσ111
)

ȳ1i. =
TP
t=1
y1itÁT

操作変数 Aを用いて (32)式を 2SLS推計すると

δ̂1,2SLS = (Z
∗0
1 PAZ

∗
1 )
−1Z∗

0
1 PAy

∗
1 (35)

ここで PA = A(A
0A)−1A0

最適操作変数を次のように表す。

X∗ = Ω−1/2
11 X =

QX

σv11

+
PX

σ111

=
X̃

σv11

+
X̄

σ111

A = X∗ とすると generalized two-stage least squares (G2SLS)

δ̂1,G2SLS = (Z
∗0
1 p
∗
X∗Z1)

−1Z∗1PX∗y
∗
1 (36)

を得る。

(32)式に操作変数 A = [QX,PX] =
h
X̃, X̄

i
を用いて 2SLS推計を行う。

PAZ
∗
1 = (PX̃ + PX̄)

h
Ω
−1/2
11 Z1

i
= (PX̃ + PX̄)

"
Q

σnu11

+
P

σ`11

#
Z1 =

PX̃ Z̃1

σnu11

+
PX̄ Z̃1

σ111

(37)

ここで

Z∗01 PAZ
∗
1 =

Ã
Z̃

0
1PX̃ Z̃1

σ2
nu11

+
Z̄

0
1PX̄ Z̄1

σ2
111

!

z∗01 PAy
∗
1 =

Ã
Z̃

0
1PX̃ ỹ1

σ2
nu11

+
Z̄

0
1PX̄ ȳ1

σ2
111

!

(29)式の δ̂1,EC2SLS は A =
h
X̃, X̄

i
の時 (34)式と同値である。

EC2SLS は既存の 2SLS推計法を用いて推計することが可能である。

第 1ステップ： (19)式W2SLSと (27)式 B2SLSを 2SLSで推計し、(24)

と (26)式を得る。

第 2ステップ： σ̂2
v11
と σ̂2

111
を (30)(31)によって推計し、(34)式で用い

る y∗1 , Z
∗
1 , X

∗ を得る。（19）式を Ω−1/2
11 で変換して (32)式を得る。

第 3ステップ： 操作変数 A = X∗ か A = [QX,PX]を用いて (32)式を

2SLS推計すると、それぞれ (34)と (29)式を得る。
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4.5 内生性テスト

(3)において誤差項4uit1 = rit1が系列相関を持つかどうかをテストする。
4プーリング 2SLSで (3)式を推計し r̂it1 を得る、(3)式に r̂it1 の 1期のラグ

を入れて、2SLSで再推計してやり、ラグの誤差項の係数を t検定してやれば

よい。

代替的手法としては、固定効果を消去させ (期間平均をとって、それを各

年の式から引く)、それに操作変数法を用いて 2SLS推計する。期間平均との

階差モデルを次のように表す。

ÿit1 = α1ÿit2 + z̈it1β1 + üit1, t = 1, 2, . . . , T (38)

z̈it1 と z̈it2 が操作変数となる。

(37)式を直接推計すると、自由度は N(T − 1)− k1 となり、k1 は α1 と β

の要素の数になる。

この議論をさらに厳密に行うと次のようになる。

y = αιNT +Xβ + Zµµ+ v = Zδ + Zµµ+ v (39)

µi = X̄
0
iπ + εi (40)

ここで εi v iid(0,σ2
ε), X̄ 0

i は 1×K ベクトル
(39)は次のように書き換えられる。

µi = Z
0
µXπÁT + εi (41)

ここで µ0 = (µ1, . . . , µN ), Zµ = IN ⊗ ιT , εi = (ε1, . . . , εN ).

(40)を (38)に代入すると、

y = Xβ + PXπ + (Zµε+ v) (42)

ここで P = IN ⊗ J̄T , εと vは無相関で、(Zµµ+ v)は平均ゼロで次のよう

な分散共分散行列構造をもつ。

V = E(Zµε+ v)(Zµε+ v)
0 = σ2

ε(IN ⊗ JT ) + σ2
vINT (43)

(41)の GLS推計は次のようになる。

β̂GLS = β̃Within = (X
0QX)−1X 0Qy (44)

π̂GLS = β̂Between − β̃Within = (X
0PX)−1X 0Py − (X 0QX)−1X 0Qy (45)

4本節は Baltagi (2001, chap. 7), pp. 118-122 を引用している。
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var(π̂GLS) = var(β̂Between) + var(β̃Within) (46)

= (Tσ2
ε + σ2

v)(X
0PX)−1 + σ2

v(X
0QX)−1 (47)

Mundlak(1978)が示したように、(38)式の最良線形不偏推定量 (BLUE)は

固定効果（Within）推定である。ランダム効果推定は (39)式を無視しており

バイアスが残る。(41)式では全ての説明変数は固定効果に相関しているが、

ランダム効果モデルでは説明変数と固定効果は無相関であることが想定され

ている。

Hausman and Taylor(1981)では、一部の説明変数のみが µiと相関してい

るというモデルを考えている。

yit = Xitβ + Ziγ + µi + vit (48)

Hausman and Taylorは X = [X1;X2] , Z = [Z1;Z2] , ここで X1 は n ×
k1, X2 は n× k2, Z1 は n× g1 Z2 は n× g2, n = NT に分割し、X1 と Z1 は

外生変数、X2と Z2は内生変数で µiと相関し、vitとは無相関であるとする。

ウィズイン誤差項を次のように求める。

d̂i = ȳi − X̄iβ̂w (49)

(47)の時間平均をとり、d̂iを ziに関して、操作変数A = [X1, z1]を用いた

２ SLS推計を行う。

γ̂2SLS = (Z
0PAZ)−1Z 0PAd̂ (50)

ここで PA = A(A
0A)−1A0。

分散は次のように求められる。

σ̂2
v = ỹ

0P̄X̃ ỹÁN(T − 1) (51)

ここで ỹ = Qy, X̃ = QX, P̄A = 1− PA

σ2
1 =

(yit −Xitβ̃w − Ziγ̂2SLS)
0P (yit −Xitβ̃w − Ziγ̂2SLS)

N
(52)

(47)を次のように変換する。

Ω−1/2yit = Ω
−1/2Xitβ + Ω

−1/2Z1γ + Ω
−1/2uit (53)

Hausman and Taylor推計は、(51)式をAHT =
h
X̃, X̃1, Z1

i
を操作変数と

した 2SLS推計であると理解できる。

1. k1 < g2 であれば過小識別 β̂HT = β̃w であり γ̂HT は不在。

2. k1 = g2 であれば適正識別でき、β̂HT = β̂w, γ̂HT = γ̂2SLS である。

3. k1 > g2 であれば、過剰識別、(51)式より得られた β̂HT は β̂w より有効

である。
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過剰識別テストは次の統計量によってテストできる。

m̂ = q̂0
h
var(β̃w)− var(β̂HT )

i−1

q̂ (54)

ここで q̂ = β̂HT − β̃w, σ̂
2
vm̂

H0→ X2
ι , ` = min [k1 − q2, NT − k]である。
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