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第 3講 質的従属変数クロスセクションデー
タ分析

3.1 質的従属変数クロスセクション推定

これまでクロスセクションデータでよく用いられてきた質的（離散的）従

属変数を用いた推定はパネルデータでも有効である1。具体的に例を挙げれ

ば、車を買うかどうか、あるいは車を所有しているかどうか、住宅を買うか

どうか、労働組合に参加するかどうか、結婚するかどうかなどの意思決定問

題に計量経済学的に答えることができる。このような場合、従属変数 yit は

一般に選択しなければ０、選択すれば１の２項選択の形をとることが多いが、

経済主体 iが時間 tに意思決定をする（例えば、結婚する）確率を pitと表せ

ば、従属変数の期待値は E(yit) = 1 · pit + 0 · (1− pit) = pit となり、これ

は通常、なんらかの変数 (xit)で説明される。

pit = Pr[yit = 1] = E(yit|xit) = F (x0itβ) (1)

クロスセクションデータを用いた実証研究では F (x0itβ)の定式化としてプ
ロビット・モデルとロジット・モデルがそれぞれ次のように定義されている。

プロビット・モデル

F (x0itβ) = Φ(x
0
itβ) =

x0itβZ
−∞

1√
2π
e−u

2/2du (2)

ロジット・モデル

F (x
0
itβ) =

ex
0
itβ

1 + ex
0
itβ

(3)

これらのモデルでは、実際に何らかの意思決定がなされたとすると、従属

変数が直接は観察できないある水準を超えたことを意味している。すなわち、

yit = 1 if y∗it > 0 (4)

yit = 0 if y∗it 6 0

ここで、y∗it = x
0
itβ + uit.つまり

Pr[yit = 1] = Pr[y
∗
it > 0] = Pr[uit > −x

0
itβ] = F (x

0
itβ) (5)

となる。

1この分野における基本文献はMaddala(1983，1987)である。また、最近の文献にはGourier-
oux (2000)、Lee (2002) がある。残念ながら、ここではMaltinominal logit, ordered probit,
sequential Tobit、Count data などについては扱わない。
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3.2 パネル・プロビット・モデルとパネル・ロジット・モデル

パネルデータの場合、誤差項に固定効果 αi が入ることで従来のプロビッ

ト分析、ロジット分析とは異なってくる。次のような固定効果モデルを考え

よう。

y∗it = x
0
itβ + αi + νit (6)

Pr[yit = 1] = Pr[y
∗
it > 0] = Pr[νit > −x

0
itβ − µi] = F (x

0
itβ + αi) (7)

ここで、T を固定すると、固定効果 αi のパラメータは N に応じて増加す

る。これは、パラメータ αi は固定された T に対して一致推定を得ることが

出来ないことを意味している2。線形パネルデータ回帰モデルでは、パラメー

タ αiはウィズイン推定によって除去して、βだけに対しては一致推定を得る

ことができる3。

簡単なロジット、プロビットモデルを考えてみよう。

クロスセクション推計であれば αi は α = αi∀i で全てのデータに対し共通
であったが、パネル推計では国別の αiが成り立つ可能性がある。しかも同時

に推計するパラメータ βは全てのデータに共通であると想定されている。こ

の場合、αを付随（incidental）パラメータと呼び β を構造（structural）パ

ラメータと呼ぶ。

問題は、このような αi が確定 (識別)できるかということと、その場合 β

の推定にバイアスはないかということである。

2この問題は Neyman and Scott (1948) によって古典的付随パラメータ問題 (the classical
incidental parameter problem) と呼ばれているものに相当する。Lancaster (2000) はこの問
題は現在も解決されていないことを指摘した上で、固定効果の直交条件を見つけることが重要で
あると指摘している。

3Hsiao(2002) でも示されているように、β と µi が漸近的に独立であれば、線形モデルの最
尤法で β の一致推計を得ることが出来る。これが非線形モデルの場合やプロビット・モデルの
場合には一致推計を得ることが出来ない。
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3.2.1 Incidental Parameter Problem (付随パラメータ問題)

一般的な線形パネルモデルを考える。

yit = αi + βxit + εit

αi付随パラメータと β構造パラメータがともに適切に推計できれば問題は

ないが、誤差構成から αi が直交条件によって分離できなければ β の推計は

不一致となる。

条件付け分離による解決

もし αi と β を条件付け関数として 2つの尤度関数に分離できるとする。

l(y | α,β) = l1(s | α)l2(y | s,β) (8)

尤度関数 l1が l2から完全に独立（likelihood orthogonal）であれば、αi,β

は一致推計となる。すなわち

∂2 log l

∂α∂β
= 0 (9)

l1 と l2 が完全には独立していない場合

l(y | α,β) = l1(s | α,β)l2(y | s,β) (10)

sは αには依存していないが、β には依存している。この場合でも、尤度

関数 l2 を最大化するような β を得ることは可能である。

尤度関数が次のように分離できる場合

l(y | α,β) = l1(s | β)l2(y | s,α,β) (11)

s の限界分布に基づいて、β と α を推計することが可能である（これを

partial likelihood procedureと呼ぶこともある)。

もし αiが固定効果であり、βが共通パラメータであるとき、αi = α(α∗i ,β)
と表せるとする。ここで α∗i は β と直交している。

次のような関係が導ければ

∂2 log li
∂x∗i ∂β

= 0 (12)

ここで liは個別主体 iの尤度貢献分であると考えられる。対数尤度関数を

α∗ と β について微分して、期待値をとると

∂αi
∂βj

E

µ
∂2 log li
∂α2

i

¶
+ E

µ
∂2 log li
∂αi∂λj

¶
= 0 j = 1, . . . , k (13)

を得る。これを解くと αi が β に依存していることが明らかになる。直交

条件付固定効果 α∗i を用いて β を最尤法推定するというのが一つの解決策で

ある。具体的には次のような尤度関数を考える。

lM (β) = l(β,α
∗
β) | jα∗α∗(β, α̂∗β) |

1
2 (14)
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ここで jα∗α∗(β,α
∗) = −∂2 log l(λ,α∗)

∂α∗∂α∗

付随パラメータ問題は未解決であるが、Chamberlain (1980) は µi の最小

十分統計量は
PT

t=1yitであることを示し、次のような条件付尤度関数を最大

化して β のロジット推定を得ることを提唱した。

Lc =
NQ
i=1

Pr(yi1,....yiT |
PT

t=1yit) (15)

この方法では十分統計の定義により、推定されたパラメータ β は αi に依

存しない。

パネルロジットの場合 Pr は次のように表せる。

Pr(yit = 1 | αi,β, xi1, . . . , xiT ) = 1

| 1 + e−αi−β0xit
(16)

αは情報的に β と直交していない。β と直交しているような固定効果を次

のように定義する。

α∗i =
P
Pr(yit = 1 | αi,β, xi1, . . . , xiT ) (17)

この最尤推定量は

α̂∗i =
PT

t=1yit (18)

となる。この α̂∗i を用いて推計される βは一致推定量となる。ベイジアン推

計として α∗i に相当する prior(事前情報)が利用可能かどうかは不明である。

このモデルは Chamberlinの提示した条件付最尤法と固定効果を考慮しな

い通常のロジット推定の差を Hausmanの χ2検定の要領で検定できる。通常

のロジット推定が有効一致推定であるのは固定効果がない場合であり、固定

効果がある場合には一致推定にはならない。Chamberlinの推定は固定効果の

有無にかかわらず一致しているが、固定効果がない場合には、有効ではなく

なる4。

代替的なモデルとして Liang and Zeger (1986) が提案した Generalized

Estimating Equations (GEE) Population-averaged Modelがある。これは、

ランダム効果線形推定法であり、プロビット推定法を線形近似した簡便法で

ある。

4これに対して、固定効果プロビット・モデルでは計算はロジット・モデルのように簡単では
ない。一般に固定効果を含んだ最尤法は、N が大きく、T が固定されている場合には、一致推
計量が得られない。Heckman (1981b) を参照。
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3.3 パネル・トービット・モデル

これまで、従属変数が０か１の二項選択のモデルを考えてきたが、０と連

続変数の選択はトービット・モデルで扱うことができる。パネルデータでは

固定効果トービット・モデルは次のように定義できる5。

y∗it = x
0
itβ + αi + νit νit ∼ IIN(0,σ2

ν) (19)

yit = y
∗
it if y∗it > 0 (20)

yit = 0 otherwise

ここで dit = 1 if y
∗
it > 0, dit = 0 otherwiseとすると、対数尤度関数は

次のように定義できる。

LogL =
P
i,t

(1− dit)LogΦ(−xitβ − αi
σ

) +
P
i,t

dit{−1
2
log σ2 − 1

2σ2
(yit − x0itβ − αi)

2}

(21)

線形モデルとは違い β と σ は αi に依存する。これまで何度も論じてきた

ように、パラメータ αi は固定された T に対して一致推定を得ることが出来

ない。この不一致はパラメータ β と σを通して発生する。

Heckman and MaCurdy (1980)は反復法 (iterative methods)によって推

定することを提唱した6。すなわち、βと σに対して初期値を与え、それを所

与として、上述の対数尤度関数を αiに関して最大化する。その値を再び尤度

関数に代入し、今度は βと σに関して最大化し、新たな βと σを得る。この

作業を β と σが収束するまで繰り返すのである。

Honoré(1992)は誤差項の分布を特定化しないセミパラメトリック推定を提

唱している。具体的には（15）式より次のように定義する。

uist(b) = max{yis, (xis − xit)b}−max{0, (xis − xit)b} (22)

b = β の場合、

uist(β) = max{yis, (xis − xit)β}−max{0, (xis − xit)β} (23)

= max{αi + νit,−xisβ,−xitβ}−max{−xisβ,−xitβ}

5ランダム効果トービット・モデルはランダム効果プロビット・モデルを拡張することによっ
て推計できる。しかし、これまでのところ Hausman and Wise (1979) などを例外として、あ
まり実証研究には用いられていない。

6彼らは、従属変数のラグが説明変数に入っていないのならば、µi の一致推計を得ることが出
来ないということはそれほど大きな問題ではないと述べている（Heckman and MaCurdy(1980,
P.59))。
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ここで uist(β)は sと tに関して対称である。νitが i.i.d.に従っているとす

れば、uist(β)と uits(β)も i.i.d.に従う。このことから、次のモーメント条件

が導かれる。

E[(ξ(ψ(uits(β)− ψ(uist(β))))|xit, µi] = 0 (24)

この条件を満たすようにＧＭＭ推定すれば β は一致推定となる。モンテカ

ルロ実験によれば、N が小さければ β推定は歪みを持つことが示されている。

パネルプロビットの場合 Pr は次のように表せる。

Pr(yit = 1 | αi,β, {xi1, . . . , xiT }) = Φ(αi + βxit) t = 1, . . . , T (25)

Φは標準正規分布に従う。

直交条件を用いた α∗i の推定量は

α∗i =
PT

t=1

R αi+βxit

−∞ h(u)du, h(u) =
Φ(u)2

Φ(u)Φ̄(u)
(26)

となる。
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