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利他性と効用相互依存

堀　　元 ∗

１ ． 序

　本論文は、非家父長的利他性（以下では単に利他性と呼ぶ）、すなわち他者の

判断基準を尊重した上で、他者が望ましい状態にあることを自らも望ましいと

する他者への配慮、に由来する効用の相互依存関係を取り扱う。

　この関係を経済学の文脈で表現するために、社会の構成員を Ii ,,2,1 ⋅⋅⋅= 、個

人 iの消費ベクトルを iy 、消費の社会的配分を ( )Iyyyy ,,. 21 ⋅⋅⋅= としよう。ま

た、ここで問題となる個人の選好は、その個人の消費ベクトルのみについての

ものではなく、消費の社会的配分についてのものであることに注意し、消費の

社会的配分についての個人 i選好を if で表記することとする。この時、上で述

べた利他性は、各人の選好の相互依存関係として、次の様に定義できる。

定 義 １ ．任意の iと、 ii yy =' を満足する任意の社会的配分 y、 'y について、

ijyy j ≠∀f' ⇒ yy if'

が成り立つ時、個 人 Ii ,,2,1 ⋅⋅⋅= は 利 他 的 で あ る、あるいは 選 好 の 組
I

ii 1=
f は 利

他 的 で あ る、という。

　経済学の文献では、分析上の容易さという理由から、この意味で利他的な選

好の組
I

ii 1=
f が存在するかどうか、存在するとしてその含意は何かといった問

題は、利他性に由来する効用関数の相互依存の問題として扱われてきた。本論

文もこのアプローチを採用する。

　効用の相互依存関係の分析は少なくとも Edgeworth[1881]にまで遡る。エッ
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学省科学研究費特定領域（Ｂ）603 の助成を受けた。
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ヂワースは、二人の個人が相手の利害に対し同感を抱くに至れば、その同感の

度合いがある限度内に留まる限り、新しい契約曲線は、古い契約曲線の一部と

一致するということを示した。Winter[1969]はこの命題をある意味で拡張して、

善意の人々からなる社会では、他者の好みへの尊重が善意に随伴するなら、厚

生経済学の第二定理が成り立つことを示した。Arrow[198]〕は、利他性の程度

があまり大きくないという制約のもとで、自発的贈与ゲームのナッシュ均衡の

存在を証明し、それを特徴づけた。

　これらの経済学者は、利他的効用関数を

　　　　 ( ) ( ) ( ) ( )( ) IiyvyvyvyU IIiii ,,2,1,,,, 2211 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅Ψ=Φ= 　　　　（1.1）

で表し、その含意を分析した。ここで ( )jj yv は個人 jが自身の消費 jy から得る

消費効用（フェリシティ）であり、 0/ ≥∂Ψ∂ ji v 　が仮定される。つまり個人

iは jv で表された他者 jの好みを尊重し、その好みに従って jの状態が望まし

いものであることを自分も望むのである。

　しかしこの形での効用関数による利他性の表現は、必ずしも定義１の利他性

とは合致しない。 i以外の個人が全て利己的で、それゆえ jv が ( )ij ≠ の選好を

完全に表現している場合には、（1.1）は確かに上述の利他的な選好の条件を満

足する。しかし ( )ij ≠ も利他的で、その効用関数もまた他者の消費効用を変数

とし、（1.1）の形をしているとすれば、（1.1）が定義１で与えた利他性の条件

を満足するかどうかは自明ではなくなる。それゆえ、（1.1）のような社会的配

分に関する効用関数の組が定義１の意味の利他的選好の条件を満たすためには、

それらの効用関数はどういう形をしていなければならないか、果たしてそのよ

うな効用関数の組がトリビアルなもの意外に存在するのか、という問題が生ず

ることになる。上に触れたようにエッヂワースとアローは、利他性の程度に制

限を課したうえで分析を進めたが、これは実はこの問題と密接に関連している。

２ ． 集 計 関 数 と 利 他 性

　本論文では、この問題を解くために、Becker[1974、1981]および Barro[1974]

の手法を採用する。この手法は、他者の効用水準を各自の効用水準に関係付け

る集計関数を用いて利他性の概念を定式化し、この集計関数が形成する関数方

程式への解として利他的効用関数を定義しようというものである。以下の定義
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では、便宜上、関数の微分可能性をも条件として付加する。

　第 1 節の始めのように社会の構成員を ,,,2,1 Ii ⋅⋅⋅= 財を ,,,2,1 Nn ⋅⋅⋅= 個人 i

の消費集合、消費ベクトル、効用水準を、
N

i RY ⊂ 、 ( )iNiii yyyy ,,, 21 ⋅⋅⋅= 、お

よび iU とし、また ( )Iiii UUUUU ,,,,, 111 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= +−− とする。

定 義 ２ ．
1−×⊂ IN

i RRD の上で定義された微分可能な関数 ( )iii UyG −, が次の二

つの条件を満足するとき、それを iにとっての 集 計 関 数という。

　（ｉ） iD の NR への射影は iY を含む。

　（ii）全ての ( ) iii DUyijn ∈≠ −,,, について

( )
0

,
>

∂
∂ −

in

iii

y

UyG
および　

( )
0

,
≥

∂
∂ −

j

iii

U

UyG
.

　 次 の 定 義 の た め に 、 iJ を iG の 値 域 と し 、 ま た ( )Iyyyy ,,, 21 ⋅⋅⋅= 、

( )IUUUU ,,, 21 ⋅⋅⋅= 、 ∏
=

=
I

i
iYY

1

、 ∏
=

=
I

i
iDD

1

、 ∏
=

=
I

i
iJJ

1

、および ( ) =UyG ,

( ) ( ) ( )( )III UyGUyGUyG −−− ⋅⋅⋅ ,,,,,, 222111 とおく。

定 義 ３ ． 　集計関数の組 ( ) JDGGGG I →⋅⋅⋅= :,,, 21 が与えられているとき、

微分可能な関数の組 ( ) JYI →Φ⋅⋅⋅ΦΦ=Φ :,,, 21 は、それが

( ) ( )( )yyGy Φ=Φ ,                　　　 (2.1)

という関係を Y の上で恒等的にみたし、かつすべての njy ,, について

( )
0≥

∂
Φ∂

jn

i

y

y
かつ

( )
0>

∂
Φ∂

in

i

y

y
　　　　 (2.2)

であるなら、関数方程式体系

( )UyGU ,= 　　　　　　　　　　　　　　　（2.3）

の解であるという。また、効用関数の組 JY →Φ : は、それを（2.3）の解とす

るような集計関数の組 Gがあるとき、 利 他 的 で あ るという。

　以下では、（１）集計関数の組 Gが解を持つための条件、（2）効用関数の組

Φが利他的であるための条件、（3）利他性が資源配分および所得分配に関して

有する含意、を問題として取上げる。
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３ ． 線 形 の 場 合

　まず、集計関数および効用関数がある種の線形性を示す場合について、上の

（１）存在条件、および（２）利他性条件を求める。この場合には、すぐにみ

るように、経済学で周知の結果を援用することによって完全な答を得ることが

できる。

3 . 1  線形の集計関数と解の存在

　すべての Ii ,,2,1 ⋅⋅⋅= について集計関数 iG が自己の消費効用および他者の効

用に関して線形であり、それゆえ

　　 ( ) ( ) 0,0,,
1

=≠∀≥+= ∑
=

− iiij

I

j
jijiiiii aijaUayvUyG 　　　　　 (3.1)

という形をしているものとしよう。ただし ( )⋅iv は iの消費効用関数で、すべて

の nについて ini yv ∂∂ / を満足するものとする。この時（2.3）は

( ) ( )yvUAE =− 　　　　（3.2）

と な る 。 た だ し E は I 次 の 単 位 行 列 、 [ ]ijaA = 、 お よ び

( ) ( ) ( ) ( )( )T
II yvyvyvyv ,,, 2211 ⋅⋅⋅= である。

　方程式体系（3.2）は、非負制約がU および vにではなく、それらの yに関す

る微係数に課されているという点を別にすれば、レオンティエフ体系に他なら

ない。それゆえ（3.2）が解をもつということと、行列 AE − が非負の逆行列を
もつこととは同値となり、この時（3.2）の解は、

1][][ −−== AEcC ij

とおくと、

( ) ( )yCvy =Φ 　　　　（3.3）

で与えられる。また周知の様に、 AE − が非負の逆行列を持つためには、その
全ての主小行列式が正であることが必要十分であり、これはホーキンス・サイ
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モンの条件として知られている。これについては Hawkins and Simon [1949]

を参照されたい。従って次の命題を得る。

命 題 １ ．（ 3.1）によって与えられた線形の集計関数が解をもつためには、

AE − がホーキンス・サイモンの条件を満足することが必要かつ十分である。

3 . 2  線形の利他的効用関数

　次に、3.1 とは逆に、消費効用 ( ) ( ) ( ) ( )( )II yvyvyvyv ,,, 2211 ⋅⋅⋅= に関して線形

の効用関数の組（ 3.3）が与えられ、 Cが非負でかつ全ての j と n について

0/ >∂∂ jnj yv であるとき、このΦが利他的であるための条件は何か、という問

題を考える。この問題を考えるうえでの基本的な関係は次の補助定理で与えら

れる。

補 題 １ ．正方行列 Cがホーキンス・サイモンの条件を満たすならその逆行列も

ホーキンス・サイモンの条件を満たす。

証 明 ：Hori[2001]の Lemma 1 から容易に証明できる。□

　さて、 ( ) ( )yCvy =Φ が利他的であるとしよう。利他性の定義から、微係数が

正の消費効用関数 ( ) ( ) ( ) ( )( )II yvyvyvyv ~,,~,~~
2211 ⋅⋅⋅= と対角要素が 0の非負行列

Aが存在して

[ ] ( ) ( )yvyCvAE ~=− 　　　　　　　　（3.4）

が成立する。それゆえ命題１によって AE − はホーキンス・サイモンの条件を
満足する。また ( )yv および ( )yv~ の形と（3.4）とから、 [ ]CAED −= が正の対

角 要 素 を も つ 対 角 行 列 で あ る こ と が わ か る 。 そ れ ゆ え 補 題 １ に よ っ て

[ ] DAEC 1−−= はホーキンス・サイモンの条件を満たす。また Aが非負行列で
あるため Cの非対角要素は非正となる。つまり、 ijc の余因数を ij∆ とすると、

jiij ≠∀≤∆ 0 　　　　　　　　　　　（3.5）

となる。

　逆に ( ) ( )yCvy =Φ であり、 Cはホーキンス・サイモンの条件および（3.5）
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を満足するとしよう。そうすると、補題１によって [ ] 1−== CbB ij が存在しかつ

ホーキンス・サイモンの条件を満足する。このことはなかんずく全ての iにつ

いて 0>iib であることを含意する。また（3.5）によって ji ≠ なら 0≤ijb であ

る。そこで行列 [ ]ijaA = を、 iiijij bba /−= （ ji ≠ ）および 0=iia で定義し、か

つ ( ) ( ) iiiiii byvyv /~ = お よ び ( ) ( ) ( ) ( )( )T
II yvyvyvyv ~,,~,~~

2211 ⋅⋅⋅= と お く と 、

[ ] ( ) ( )yvyAE ~=Φ− となることがわかる。つまり ( ) ( )yCvy =Φ は利他的である。

それゆえ次の命題を得る。

命 題 ２ ．（3.3）によって与えられる効用関数の組 Φが利他的であるための必要
十分条件は、 C　がホーキンス・サイモンの条件と（3.5）を満足することであ

る。

例 １ ． 0>ijc かつ ( ) 0' >jj yv として効用関数の組

( ) ( ) ( ) 2,1,, 22211121 =+=Φ iyvcyvcyy iii 　（3.6）

を考えよう。この関数は確かに自分および他者の消費効用に対しては正の配慮

を示している。集計関数の候補となりうる関数は次の通りである。

( ) ( )

( ) ( ) .,

,,

1
11

12
22

11

21122211
122

2
22

12
11

22

21122211
211

U
c

c
yv

c

cccc
UyG

U
c
c

yv
c

cccc
UyG

+
−

≡

+
−

≡
　　　　　　（3.7）

も し C が ホ ー キ ン ス ・ サ イ モ ン の 条 件 を 満 足 せ ず そ れ ゆ え

021122211 ≤−= ccccC （ 0< ）であるなら、（3.7）によれば、 ( )211 ,UyG およ

び ( )122 ,UyG における自己消費増加の直接効果は非正（負）である。このよう

な病理的な場合は本論での利他性の定義では排除されている。

４ ． 非 線 形 の 集 計 関 数 と 解 の 存 在
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　次に、集計関数が消費効用に関して必ずしも線形ではなく、また各人の消費

配分 ( )Iyyyy ,,, 21 ⋅⋅⋅= に関して必ずしも分離可能でもない一般の場合につい

て、解の存在問題を考える。以下に報告する十分条件は、線形集計関数に関す

る一つの結論の直接的な拡張にあたる。なお以下では、叙述の便宜上、

jiij UGG ∂∂= / とおく。

命 題 ３ ．集計関数 iG が全ての Ii ,,2,1 ⋅⋅⋅= について連続微分可能だとする。こ

の時、対角要素が 0の I次の非負正方行列 [ ]ijaA = で、

　　 ( ) ( ) iJYUyijUyGa iiiiiiijij ∀×∈∀≠∀≥ −−− ,,,, 　　　　　　　　（4.1）

となるものが存在し、かつ AE − がホーキンス・サイモンの条件を満足するな
ら、方程式（2.1）は一義的な解を有する。

証 明 ：Hori[2001]を参照されたい。

　ここで考慮されている集計関数は、線形の集計関数の場合と同様、自己消費

の水準が低くとも他者の効用水準が高ければ自己の総効用の水準はいくらでも

高くなる可能性を持つという意味で、非現実的な面を有している。Hori[2001]

では、この点の制約をゆるめた別の十分条件も考慮されている。

５ ． 効 用 関 数 が 利 他 的 で あ る た め の 条 件

　次に考えるのは、効用関数の組 JY →Φ : が利他的であるためにみたさなけ

ればならない条件は何か、という問題である。命題２は、Φが各人の消費効用
に関して線形である場合について、このための必要十分条件を与えるものであ

った。本節では Φの線形性は仮定せず、また各人の消費効用に関しての分離可

能性も仮定しないが、それでも、以下に見るように、Φが利他的であるための
必要十分条件を導出することができる。

　この条件を提示するために、効用関数の組 ( ) JYI →Φ⋅⋅⋅ΦΦ=Φ :,,, 21 と各

Nn ,,2,1 ⋅⋅⋅= について、 ( ) jni yy ∂Φ∂ / を ( )ji, 要素とする I次の行列を ( )yn'Φ で、

またこの行列の ( )ji, 要素の余因子を ( )yijn∆ で表すこととする。
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命 題 ４ ．効用関数の組 JY →Φ : が利他的であるためには、それが全ての

Yy ∈ と全ての Nn ,,2,1 ⋅⋅⋅= について以下の三つの条件を満足することが必要

かつ十分である。

　（１） ( )yn'Φ がホーキンス・サイモンの条件を満足する。

　（２） ji ≠ なら ( ) 0≤∆ yijn となる。

　（３）全ての iと jについて、

( ) ( ) ( )
jn

j
ij

jn

i

y

y
yc

y
y

∂
Φ∂

×=
∂
Φ∂

ˆ

となる、 nから独立の ( )ycijˆ がある。

証 明 ：必要性：　 Φが利他的であるとしよう。定義によって、（2.1）を恒等的

に満足する集計関数の組 Gが存在する。 (2.1)の両辺を iny で微分して次の式を

得る。

[ ] .0,,0,,0,,0,,,' 21

T

in

i

T

in

I

inin y

G

yyy
GE 








⋅⋅⋅

∂
∂

⋅⋅⋅=







∂
Φ∂

⋅⋅⋅
∂
Φ∂

∂
Φ∂

− 　（5.1）

0/,0/ >∂∂≥∂Φ∂ iniinj yGy であり、 iは任意であるから、 'GE − はホーキン

ス・サイモンの条件を満たす。（これについては Nikaido[1968], Theorem 6.1

を参照されたい。）

　 Ii ,,2,1 ⋅⋅⋅= について (5.1)を行列で表して、次式をえる。

[ ] .'' 1








∂
∂

−=Φ −

in

i
n y

G
GE 　　　　　 　 (5.2)

ここで 







∂
∂

in

i

y

G
は 0>

∂
∂

in

i

y

G
を ( )ii, 要素とする対角行列である。 








∂
∂

in

i

y

G
が対角行列

であること、 'GE − がホーキンス・サイモンの条件を満たすこと、(5.2)、およ

び補題１から、命題４の (1)と (2)が得られる。

　次に [ ] [ ]ijcCGE ==− −1' とおくと、これは明らかに n からは独立であり、

(5.2)から jnjijjni yGcy ∂∂=∂Φ∂ // となる。ここで jjijij ccc /ˆ = とおくと、命題４
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の (3)が得られる。

　十分性：次に効用関数の組 Φが命題４の条件 (1)～ (3)を満足しているとする。

まず、条件 (3)の ijĉ を ( )ji, 要素とする行列を Ĉとおくと、この場合 1ˆˆ −= CB が

存在してホーキンス・サイモンの条件を満足し、かつその非対角要素は非正と

なることを示しておこう。実際、 (3)から、









∂
Φ∂

=Φ
in

i
n y

Ĉ' 　　 (5.3)

が全ての nについて成り立つ。ここで 







∂
Φ∂

in

i

y
は

in

i

y∂
Φ∂
を ( )ii, 要素とする対角行列

である。それゆえ、 n'Φ が条件 (1)と (2)を満足するなら Ĉも対応する条件を満足

するので、上に述べた結論が得られる。

　さて、 ( )yU ii Φ= とおく。条件 (3)によって iU の全微分は

∑∑ ∑ ∑
= = = = ∂

Φ∂
=

∂
Φ∂

=
I

j

N

n

I

j

N

n
jn

jn

j
ijjn

jn

i
i dy

y
cdy

y
dU

1 1 1 1

ˆ

という関係を満足する。これを行列の形で表現し、
1ˆˆ −= CB を両辺にかけて

　 ( ) ,,,,ˆ,,, 21
1 1 1

2
2

2
1

1

1 T
I

T
N

n

N

n

N

n
In

In

I
n

n
n

n

dUdUdUBdy
y

dy
y

dy
y

⋅⋅⋅=







∂
Φ∂

⋅⋅⋅
∂
Φ∂

∂
Φ∂

∑ ∑ ∑
= = =

を得る。ここで B̂の ( )ji, 要素を ijb̂ とすると、全ての iについて

∑ ∑
= ≠

−
∂Φ∂

=
N

n ij
j

ii

ij
in

ii

ini
i dU

b

b
dy

b

y
dU

1 ˆ

ˆ

ˆ
/

　　 (5.4)

が成り立つ。ただしここで 0ˆ >iib （ i∀ ）および 0ˆ ≤ijb （ ij ≠∀ ）である。

　各 iについて (5.4)式の右辺に idy と idU − とだけが現れるという事実は、iと異

なる jの消費は ( )yU ii Φ= に対し ( )yU ii −− Φ= を通して間接的にのみ影響す

ることを示している。それゆえ各 iについて
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( ) ( )( )yyGy iiii −Φ=Φ ,

となる関数 iG 　が存在する。関係式 (4.4)は、関数 iG が微分可能であってか

つ

　　 0
ˆ
/

>
∂Φ∂

=
∂
∂

ii

ini

in

i

b

y

y

G
 n∀   および　 0

ˆ

ˆ
≥−=

∂
∂

ii

ij

j

i

b

b

U
G

　 ij ≠∀

を満足することを示す。それゆえ iG は集計関数であり、従って Φ は利他的で

ある。□

　命題４の条件（１）と（２）は、線形の場合についての命題２の直接的拡張

になっている。条件（３）の意味を見るために iにとっての jny と jmy との間の

限界代替率を求めると、（３）から、

jmj

jnj

jmi

jni

y

y

y

y

∂Φ∂
∂Φ∂

=
∂Φ∂
∂Φ∂

/

/

/

/
　　　　　　　　(5.5)

を得る。すなわち iにとっての jの消費の限界代替率は、 j自身にとっての限界

代替率に等しい。つまり（３）は、たとえ Φが分離可能でなくとも、個人 i が
他者 jの消費に関する選好を尊重することを含意するのである。

　エッヂワース、ウィンター、アロー等にしたがって効用関数 iΦ が各消費者の

消 費 効 用 に 関 し て 分 離 可 能 な 場 合 を 考 え る た め に 、 全 て の i に つ い て

RVVYv iiii ⊂→ ,: が 微 分 可 能 で 0/ >∂∂ ini yv で あ る と 仮 定 し 、

( ) ( ) ( ) ( )( ) ∏ ==⋅⋅⋅= I

i iII VVyvyvyvyv 12211 ,,,, と お こ う 。 ま た 各 i に つ い て

ii JV →Ψ : は 微 分 可 能 で 0/ ≥∂Ψ∂ ji v で あ る と 仮 定 し よ う 。 さ ら に

( ) ( )












∂
Ψ∂

=Ψ
j

i

υ
υ

υ' とおき、
( )
j

i

υ
υ

∂
Ψ∂
の余因数を ( )υij∆ で表そう。そうすると、

( ) ( )( )yvy ii Ψ=Φ という分離可能な形の効用関数の組 voΨ=Φ が利他的であ

るための条件は、上の命題からただちに得ることができる。

系 １ ．微分可能な分離可能効用関数の組 JYv →Ψ=Φ :o が利他的であるため
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の必要十分条件は、以下の（１）と（２）が全ての V∈υ について成り立つこ

とである。

　（１） ( )υ'Ψ がホーキンス・サイモンの条件を満足する。

　（２）全ての ji ≠ について ( ) 0≤∆ υij が成立する。

証 明 ： ( )ii, 要素が 0/ >∂∂ ini yv からなる対角行列を [ ]ini yv ∂∂ / とおくとき、す

べての nについて

( ) ( )( ) ( )








∂

∂
Ψ=Φ

in

ii
n y

yv
yvy ''

が成り立つから、この系は命題４から直ちに得られる。□

６ ． 厚 生 経 済 学 の 第 二 定 理

　序節でふれたように、Winter[1969]は、人々が経済全体の財配分に関する効

用関数をもっており、それが(1.1)のように各人の消費効用に関して分離可能で

あるなら、この効用関数にてらしてパレート効率的な配分は価格によって支持

され得ることを証明した。この推論の道筋は次の通りである。人々の効用関数

が(1.1)の形をしているなら、人々の効用関数 ( )IΦ⋅⋅⋅ΦΦ=Φ ,,, 21 は自己消費

に関する人々の選好 ( )Ivvvv ,,, 21 ⋅⋅⋅= を尊重する。それゆえ、ある配分 *y がΦ

という効用関数の組にてらしてパレート効率的なら、それは vを効用関数の組

とした場合にもパレート効率的でなければならない。従って、 vおよび生産技

術が標準的な凸性の条件を満足するなら、Debreu[1959]の古典的な定理によっ

て、 *y は、各人 iが適当な予算制約のもとにその消費効用 ( )ii yv を最大化する

場合の競争均衡として実現できる。

　ここで注意したいのは、経済全体の財配分に関する効用関数の組が利他的で

あるなら、たとえそれが各人の消費に関して分離可能でなくても、(5.5)にみら

れるように、各個人 iは他者 jの消費に関して j自身の選好を尊重するという点

である。このことは、Winter[1969]の定理を、分離可能ではないが利他的な効

用関数の組にも拡張する可能性を示唆するものであり、実際次の命題が成り立

つ。
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命 題 ５ ． ∏∏ == == I

i i
I

i i JJYY 11 , と お き 、 効 用 関 数 の 組

( ) JYI →Φ⋅⋅⋅ΦΦ=Φ :,,, 21 が利他的であるとしよう。また、対応する集計関

数の組を ( ) JJYGGGG I →×⋅⋅⋅= :,,, 21 とするとき、 ( )UyGE ,'− は全ての

( ) JYUy ×∈, においてホーキンス・サイモンの条件を満足するものとしよう。

この時、 Φに関してパレート効率的な配分 *y は、 ( )** yU Φ= とおくと、

( )*,UG ⋅ に関してもパレート効率的である。

　 こ の 証 明 の た め に 次 の 補 助 命 題 を 用 い る 。 た だ し 以 下 で 、 ベ ク ト ル

( )IUUUU ,,, 21 ⋅⋅⋅= および ( )IUUUU ',,','' 21 ⋅⋅⋅= に関する不等号 'UU < は、

iUU ii ∀≤ ' および 'UU ≠ を意味する。
補 題 ２ ．集計関数の組 Gが命題５の条件を満足するとき、任意の Yy ∈ につい

て、

( ) ( ) '',', UUUyGUUyGU <⇒−<−

が成り立つ。

証 明 ： Gale and Nikaido[1965]あるいは Nikaido[1968],Theorem 20.6 を参照

せよ。□

命 題 ５ の 証 明 ：
*y が ( )*,UG ⋅ に関してパレート効率的ではないとしよう。そう

すると別の実行可能な配分 yで、

( ) ( ) ( )**** ,, UUyGUyG =>
となるものがある。他方 GはΦに対応する集計関数であるから、この yについ

て

　　　　 ( ) ( )( )yyGy Φ=Φ , .

それゆえ

( ) =<− 0, ** UyGU ( ) ( )( )., yyGy Φ−Φ

補題２によって ( ) ( )yUy Φ<=Φ **
が得られるが、これは

*y が Φに関してパ
レート効率的だという前提に反する。□

　この命題から、（U を所与とした時の） ( )UG ,⋅ と生産技術とが標準的な凸性

の条件をみたすなら、 Φに関するパレート効率的な配分 *y が、 ( )*,UG ⋅ を(利
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己的な)効用関数の組とする経済の競争均衡として実現できることがわかる。

７ ． 贈 与 ゲ ー ム

　本節では、財は１種類のみと仮定し、贈与の非協力ゲームでの均衡の存在を

考える。 ijii gwy ,, で個人 iの消費、初期保有、および jへの贈与をあらわすこ

とにしよう。ただし、自発的な贈与が対象であるから、 0≥ijg とする。また便

宜上、全ての iについて 0=iig とする。個人 iの予算制約式は

∑∑
==

−+=
I

j
ij

I

j
jiii ggwy

11

で与えられる。 ( )iIiii gggg ,,, 21 ⋅⋅⋅= および ( )Iiii ggggg ,,,,, 111 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= +−− と置こ

う。そうすると個人 iは、この予算制約式のもとに、 ig − を所与とし、 ( )yiΦ を

最大とするよう ig を選ぶということになる。個人 iは、自分の初期保有からの

みでなく自分の受け取った贈与からも他人に贈与を与えることができるから、

iの贈与は

∑∑
==

+≤
I

j
jii

I

j
ij gwg

11

　　　　　（7.1）

を満足せねばならない。贈与の組 ( )**
2

*
1

* ,,, Igggg ⋅⋅⋅= は、各 iについて、 *
ig− を

所与とした時、
*
ig が(7.1)の制約のもとに ( )yiΦ を最大にするなら、このゲー

ムの均衡解である。

　Arrow[1981]は、(7.1)の定義する可能な贈与の集合は有界ではないため、こ

のゲームに均衡解が存在するかどうかは自明ではないことに注意を促し、各個

人は他者の消費よりも自己の消費を重視するとの仮定を用いて均衡解の存在を

示した。次の二人ゲームはこの点についての示唆を与える。

（このあたりに図１を挿入）

　二人の効用関数を

( )
( ) 212122

212111

loglog

,loglog

yycyU

ycyyU

+≡Φ=
+≡Φ=
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としよう。図１がこのゲームを表す。この図では、線分 21OO の長さは、二人の

プレーヤーの初期保有の和、つまり 21 ww + に等しい。そしてこの線分上の任

意の一点は、二人の間での消費の配分あるいは初期保有の配分を表す。

2121 wwyy +=+ という制約を満足しつつ ( )yiΦ を最大にする消費の配分は

im で示されている。これらは、 1O からはかって、

( )
21

2121
2

12

21
1 1

,
1 c

wwc
m

c
ww

m
+

+
=

+
+

=

で与えられる。図１のパネル a は 12112 <cc の場合を、またパネル b は 12112 >cc

の場合を表す。 12112 =cc の場合には 1m と 2m は一致する。

　贈与は非負であるから、個人１の贈与活動は 21OO に沿っての左方への動きと

して、また個人２のそれは右方への動きとして、表すことができる。このこと

から、初期保有の配分がどのようなものであれ、 12112 <cc なら一意の均衡が存

在するが、 12112 >cc なら均衡は存在しないということがわかる。 12112 <cc の

場合の均衡消費配分は

( )
( )

( )
( )








<−+
≤≤

<−+
=

),(,,

),(,

),(,,

,

111211

11221

212212
*
2

*
1

wmmwwm

mwmww

mwmwwm

yy 、

で与えられる。

　ここでアローに従って二人は同質的だとみなし、それゆえ 2112 cc = とするな

ら、 12112 <= cc であれば、つまり各人が自己の消費を他者の消費より重視する

なら、均衡が存在するという、アローの結果がえられる。しかし同時に、命題

２によって、 12112 <cc というのは ( )21 ,ΦΦ=Φ が利他的であるための必要十分

条件であることに注意してほしい。つまりこの例は、効用関数の利他性と贈与

ゲームにおける均衡解の存在との間に関係があることを示唆しているわけであ

る。簡単化のために全ての iについて += RYi としよう。そうすると次の命題が

成り立つ。

命 題 ６ ． ( )IΦ⋅⋅⋅ΦΦ=Φ ,,, 21 が利他的で、かつ全ての iについて iΦ が準凹であ

るなら、贈与ゲームは均衡解をもつ。
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　証明のために二つの補題を必要とする。 [ ]ijxX = を I次の正方行列とし、任

意の Ip ,,2,1 ⋅⋅⋅= について、

pppp

p

p

jijiji

jijiji

jijiji

p

p

xxx

xxx

xxx

jjj

iii
X

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=







⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

21

22212

12111

21

21

と置こう。

補 題 ３ ．
1−= BC なら、任意の 1,,2,1 −⋅⋅⋅= Ip について、

　　 ( ) ( ) B
iii

jjj
B

jjj

iii
C

pI

pIji

p

p P

/
'''

'''
1

21

21

21

21
1









⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

−=







⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

−

−+∑ =ν νν

が 成 り 立 つ 。 た だ し こ こ で 、 piii <⋅⋅⋅<< 21 と pIiii −<⋅⋅⋅<< ''' 21 お よ び

pjjj <⋅⋅⋅<< 21 と pIjjj −<⋅⋅⋅<< ''' 21 は 、 い ず れ も 、 完 全 な 添 数 の 組

{ }I,,2,1 ⋅⋅⋅ を形成する。

証 明 ： Gantmacher[1959,p.21]を参照されたい。�

補 題 ４ ．Bは対角要素が正、非対角要素が非正の I次正方行列で、ホーキンス・

サイモンの条件を満足するものとする。この時、 ji ≠ なら、 21 −≤≤ Ip なる

任意の pについて、

0
21

21 ≤







⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

p

p

iiij

iiii
B

が成り立つ。

証 明 ： Hori[2001]、Lemma5 と同様に証明できる。�

命 題 ６ の 証 明 ：まず、各人の贈与の総額がその初期保有によって制約されてい

るが、それ以外の点ではもとのゲームと同一の、修正ゲームについて均衡の存

在を示し、ついで、この修正ゲームの均衡がもとのゲームの均衡でもあること

を示す。

　そこで、まず修正ゲームを叙述するために、 { }i
I

j ij
I

ii wgRgX ≤∈= ∑ =+ 1:
~

、
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( )Igggg ,,, 21 ⋅⋅⋅= 、 ( )Iiii ggggg ,,,,, 111 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= +−− 、 お よ び

( ) ∑ ∑= =−+= I

j

I

j ijjiii ggwgy 1 1 と置こう。また、 iの行動が他者に与える影響

を 叙 述 す る た め に 、 ( ) ( )iijj ggygy −= , と 表 し 、

( ) ( ) ( ) ( )( )iiIiiiiii ggyggyggyggy −−−− ⋅⋅⋅= ,,,,,,, 21 と置くことにしよう。そうす

ると、この修正ゲームでの ig − への iの反応は、

( ) ( )( ) ( )( ){ }iiiiiiiiiiii XgggyggyXggQ
~

',',:
~~

∈∀Φ≥Φ∈= −−−

で定義される対応 iij ji XXQ
~~

:
~

→∏ ≠ で表すことができる。 ∏ == I

i iXX 1

~~
および

( ) ( )∏ = −= I

i ii gQgQ 1

~~
と置こう。そうすると、各 iΦ は連続で準凹であるから、

Q
~
はコンパクトで凸な X

~
をそれ自身に写す上半連続な対応であり、また任意の

Xg
~∈ について ( )gQ

~
は凸である。それゆえこの対応は不動点 Xg

~* ∈ を有し、

これは修正ゲームの均衡である。

　次に、この
*g がもとのゲームでは均衡でないと仮定しよう。もとのゲームで

は ig − を所与とした時の iの予算集合は

( )








+≤∈= ∑∑
==

+−

I

j
jii

I

j
ij

I
iii gwgRggX

11

:

で与えられるから、
*g が均衡でないなら、（１） ( ) iiii XgXg

~
\*

−∈ でかつ（２）

( )( ) ( )( )*** ,, iiiiii ggyggy −− Φ>Φ という二つの条件を満足する iと ig が

存在する。

　この（１）によって、 0* >jig となる jがあることがわかる。 jiij y∂Φ∂=Φ /

と置こう。そうすると、 0* >jig であるから、

( )( ) ( )( )** gygy jijj Φ≤Φ 　(7.2)
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が成り立つ。ただし、 ∑ < jjk wg *
なら、(7.2)は等式となる。他方、 iΦ は準

凹であるから、（２）によって、修正ゲームでは iw が iの贈与行動を有効に制約

していることがわかる。それゆえ

( )( ) ( )( )** gygy ikii Φ<Φ 　(7.3)

となる k が存在する。以下では(7.2)と(7.3)とから矛盾を引き出すことにする。

　 仮 定 に よ っ て Φ は 利 他 的 で あ る か ら 、 集 計 関 数 の 組 G で 、

( ) ( )( )yyGy Φ=Φ , という関係を全ての y について満足するものがある。

( )( )*gyc ijij Φ= 、 [ ]ijcC = 、および ( ) ( )( )( )** ,' gygyGEB Φ−= と置こう。また

( ) ( )( )( ) iiiiii ygygyGd ∂Φ∂= − /, **
と置くと 0>iid であるが、この iid を ( )ii, 要素

とする対角行列を Dとおく。そうすると容易に分かる様に DCB ,, の間には

( ) 11 −−= BDC 　(7.4)

という関係が成り立つ。ここで Cは、命題４によって、ホーキンス・サイモン

の条件を満足する。

　まず、(7.2)と (7.3)から kj ≠ となることに注意しておく。実際、もしも
kj = なら jiijjjii cccc < となるが、これは命題４の（１）に反する。それゆえ、

(7.2)と(7.3)では、一般性を失うことなく kji << と仮定することができる。

　ここで jic と jkc を比較することにする。 0>iic であり、また(7.2)から 0>jic

であるから、補題３と(7.3)を用いて、

iiii

iijkikji
jkji c

ki

ji
C

c

cccc
cc









−

=
−

<−

( ) ( ) 







⋅⋅⋅⋅+−⋅+−⋅
⋅+−⋅⋅⋅⋅+−⋅−= −

−

+++

Ijjii

Ikkii
BD

BDcii

kji

11111

111111 1
1

12

( ) ( )
( ) 








⋅+−⋅+−⋅+−⋅
⋅+−⋅+−⋅+−⋅−= −

−

−++

Ikkjjiik

Ikkjjiij
BD

BDcii

kji

1111111

11111111 1
1

22
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を得る。 BD 1−
は明らかに正の対角要素と非正の非対角要素とをもち、また

(7.4)と補題１からホーキンス・サイモンの条件を満たすから、補題４によって

上式の最右辺は非正である。それゆえ jkji cc < 、すなわち

( )( ) ( )( )** gygy jkji Φ<Φ

となる。ところが仮定によって 0* >jig であるから、この不等式は、
*
jig を減ら

し、
*
jkg を同額だけ増やすことによって、 jが、 j

I

l jl wg ≤∑ =1 という修正ゲー

ムの制約式に違反することなしに、その効用水準を ( )( )*gyjΦ よりも高め得る

ことを示している。これは
*g が修正ゲームの均衡だという仮定に反する。それ

ゆえ修正ゲームの均衡
*g はもとのゲームの均衡でもある。�

　この節を終えるにあたって、図１で表された二人ゲームのナッシュ均衡はパ

レート効率的であるが、プレーヤーが 3 人以上の贈与ゲームではそうならない

ことに注意しておく。これは、Nakayama[1980]および Arrow[1981]の示す様に、

プレーヤーが 3 人以上の場合には贈与が公共財となるためである。
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