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概 要

生計費指数:経済学的アプローチ

1 経済学的アプローチ

Irving Fisherが指数理論に関する大著を出版した翌々年の 1924年、ロシ
アの経済学者、A.A. Konüsはその後の指数理論の展開に大きな影響を及ぼ
す論文を記した。1939年の Econometricaに英訳されたその論文は1、現在の

経済学的アプローチによる物価指数理論のエッセンスがほぼ盛り込まれてお

り、Laspeyresと Paasheが真の生計費指数と比較して過剰、および過少にな
ることが明確に示されている。この業績に敬意を表し、生計費指数 (Cost of
Living)はコニュスの真の生計費指数と呼ばれることがある。
指数理論の経済学的アプローチは、価格と数量の間になんらかの関数で描

写できる関係があることを想定する。物価指数の場合は消費者理論であり、企

業物価指数の場合は生産者理論を基に、その関数形の形状およびその特徴が

議論されることになる。もっとも、観察されるデータは実際に生じた数量お

よび価格のことが多く、消費者や企業が意図した需要計画や生産計画ではな

いケースがほとんどである。市場で観察される数量と価格が、需要と供給の

どちらを主に反映しているかは、数量と価格の変動がどのような要因によっ

て生じているかに依存しており、消費者物価指数であるから需要理論に基づ

いてのみ決定されると仮定することには問題がある。実際、部分均衡や一般

均衡分析では相対価格と数量がどのように決定するかが中心的な問題であり、

需要・供給どちらか一面のみを重視するアプローチ経済学的アプローチと呼ぶ

ことには問題がある。消費者理論アプローチ、あるいは生産者理論アプローチ

と呼ぶのがより適切であると思われる。もっとも、市場での決定を前提に数

量と価格の間の関係を分析するためには、変動要因の特定が必要であり、そ
1Konüs, A.A. (1924) English Translation “The Problem of the True Index of the Cost

of Living,” Econometrica 7. 10-29.
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れは経済システム全体の推計を試みることに近い作業となる。物価指数や数

量指数を得るために経済システム全体の推計が必要となってしまっては、物

価や数量の動向をいち早く知覚し、政策運営に反映することが困難になって

しまう。そもそも、どのようなショックが起きているかを知ることは一般に

極めて困難であり、市場のモデル化も、完全競争に近いものから顧客市場に

近いものまでさまざまであり容易ではない。しかしながら、生産者を一切無

視した需要理論のみで消費者物価の一連の議論を閉じることに対しては注意

する必要があると思われる2。

2 Konüsの生計費指数

支出関数を下記のように定義する。

E
(
ut, P t

)
= min

{qi}

{
n∑

i=1

pitqi : u
(
qt

) ≥ ut

}

=
n∑

i=1

pitqit

Laspeyres-Konüsの真の生計費指数は

PIk

(
P 0, P t, q0

)
=

E
(
u

(
q0

)
, P t

)
E (u (q0) , P 0)

=
E

(
u0, P t

)∑n
i=1 pi0qi0

Paashe-Konüsの真の生計費指数は

PIk

(
P 0, P t, qt

)
=

E (u (qt) , P t)
E (u (qt) , P 0)

=
∑n

i=1 pitqit

E (ut, P 0)

講義ノート (1)で示したように、もしも効用関数がホモセティックであれば

E
(
u, P t

)
= u × u

(
1, P t

)
= u × c

(
P t

)
となり、単位効用当たりの支出は効用水準に依存しなくなる。このとき、

Laspeyres-Konüsの真の生計費指数と Paashe-Konüsの真の生計費指数は一
致する。このとき、

PIk

(
P 0, P t, q

)
=

c (P t)
c (P 0)

2実際、Feenstra (1994) や Broda and Weinstein (2010) 及び Abe et al. (2016) は、生
計費指数の推計の際に、生産者サイドも考慮に入れた推計を行っている。
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とすると、真の生計費指数 PIk

(
P 0, P t, q

)
は数量 qに依存しなくなる。こ

のときの数量指数を Value Indexと物価指数の比、すなわち、

QIk

(
P 0, P t, q0, qt

)
=

1
PIk (P 0, P t, q)

∑n
i=1 pitqit∑n
i=1 pi0qi0

で定義すると、もしも効用関数がホモセティックであれば、支出関数は効用

水準に関して線形になるので、単位支出関数を用い、

1
PIk (P 0, P t, q)

∑n
i=1 pitqit∑n
i=1 pi0qi0

=
c
(
P 0

)
c (P t)

∑n
i=1 pitqit∑n
i=1 pi0qi0

ところで、ホモセティックのときには、
n∑

i=1

pitqi = E
(
u

(
qt

)
, P t

)
= u

(
qt

) × c
(
P t

)
が成立していた。したがって、

c (P t)
c (P 0)

∑n
i=1 pitqit∑n
i=1 pi0qi0

=
c
(
P 0

)
c (P t)

u (qt) × c (P t)
u (q0) × c (P 0)

=
u (qt)
u (q0)

= QIk

(
P 0, P t, q0, qt

)
すなわち、ホモセティック効用関数の時、数量指数は価格ベクトルに依存し

なくなり、(一次同次関数に変換した)効用関数の比と等しくなる。この理屈
は単純である。真の生計費指数は単位支出関数の比となる。Value indexは支
出総額の比であり、もしも数量指数と物価指数の積が Value Indexと等しく
なるのであれば、ホモセティック効用関数の時、数量指数は効用関数の比に等

しくなるのは、真の生計費指数が効用水準の線形関数であることから明らか

なことである。無論、この性質は CPI Manualを含め多くの文献で紹介され
ているが、決して重要視されているとは言えない。数量指数そのものが、輸

出入を測る時程度しか公式統計では登場しないこともあるが、その潜在的価

値、特に厚生を測るうえでは有用であることを意味している。実際には、多

くの物価指数の計測において、個々の商品の数量ではなく、代表的な商品の

価格とカテゴリー全体の支出シェアを用いた近似計算をしており、データの

制約から数量指数を直接推計することはできいが、POSデータのように、実
際の取引数量の情報が利用可能な場合、二期間、あるいは二地点の厚生の大

小を直接計測できるという点では、もっと注目されてよい性質だと思われる。

3 Allen 数量指数

前節では、数量指数を生計費指数の Cofactor、すなわち、生計費指数を乗
じると Value Indexを得る指数として扱ったが、生計費指数を用いず、物価
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指数のアナロジーで数量指数を定義することも可能である。Allen (1949)3が
定式化したため、Allenの数量指数と呼ばれるものは、ある基準となる価格
ベクトル PR を固定し、効用水準は可変とした下記で定義される

QIA =
E

(
u (qt) , PR

)
E (u (q0) , PR)

PR = P 0 であれば、Laspeyres-Allen 数量指数となり、PR = P t であれ

ば、Paashe-Allen 数量指数となる。もしも効用関数がホモセティックであ

れば、Allenの数量指数は価格に依存しなくなる。Allenの数量指数を計算す
るには効用関数を定式化せねばならない。

4 Malmquist指数

生計費指数のCofactorや物価指数のアナロジーと異なる数量指数へのアプ
ローチも存在する。Caves, Christensen, and Diewert (1982)4は、1950年代
のMalmquistの論文をオリジナルのアイディアとして引用しながら、二つの
異なる数量ベクトルの間の距離を用いるアプローチを提唱している。そこで

中心的な役割を果たす The Malmquist distance (マルムキストの距離)は下
記のように定義される。

D (q1, q) = max
{

k : u
(q1

k

)
≥ u (q) ; k > 0

}
すなわち、二つの数量ベクトル (q1, q)が与えられたとき u (q)と最低限同

じ水準の効用を得るために必要な q1の割引値である。Malmquist指数はこの
距離の比、すなわち、

PIML =
D (q2, qR)
D (q1, qR)

ただし、qRは基準数量ベクトルであり、これとの距離で数量ベクトルの距離

を評価している。もしも qR = q1 であれば、D (q1, q1) = 1なので、

PIML = D (q2, q1)

となる。比較時点を基準にすると、

PIML =
D (q2, q2)
D (q1, q2)

=
1

D (q1, q2)

3R. G. D. Allen (1949), “The Economic Theory of Index Numbers,” Economica, Vol.
16, No. 63 (Aug., 1949), pp. 197-203

4Caves, D.W., L.R. Christensen, and W.E. Diewert (1982), “The Economic Theory of
Index Numbers and the Measurement of Input, Output, and Productivity,” Economet-
rica, 50,6, pp.1393-1414.
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となる。両者の幾何平均をとると、

PIML =
[
D (q2, q1)
D (q1, q2)

]1/2

実際にMalmquist指数を計算するためには効用関数、あるいは距離関数の
形状を特定化する必要がある。Caves et al. (1982)は企業の生産を念頭に置
き、トランスログ型の距離関数を考えると、上記の幾何平均のMalmquist指
数が Törnqvist指数に一致することを指摘している。Malmquist指数は現在
では生産性分析、TFPの計測にもっぱら使われている。その場合の距離は、
生産に必要な投入量の係数で測られており、ここでの議論と若干異なるが、

どの時点の生産技術を用いるか、で二種類の選択肢が発生し、その幾何平均

を用いる、という点では同じである。

なお、もしも効用関数がホモセティックであれば、

D (q1, q2) = max
{

k : u
(q1

k

)
≥ u (q2) ; k > 0

}
= max

{
k :

1
k

u (q1) ≥ u (q2) ; k > 0
}

= max
{

k :
1
k
≥ u (q2)

u (q1)
; k > 0

}
= max

{
k :

u (q1)
u (q2)

≥ k; k > 0
}

=
u (q1)
u (q2)

同様に、

D (q2, q1) = max
{

k : u
(q2

k

)
≥ u (q1) ; k > 0

}
= max

{
k :

1
k
≥ u (q1)

u (q2)
; k > 0

}
=

u (q2)
u (q1)

したがって、

PIML =

[(
u (q1)
u (q2)

)−1
u (q2)
u (q1)

]1/2

=
u (q2)
u (q1)

となり、生計費指数の cofactorとして定義された数量指数と一致する。ま
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た、Allensの数量指数も、ホモセティックの場合、

QIA =
E

(
u (qt) , PR

)
E (u (q0) , PR)

=
u (qt)C

(
1, PR

)
u (q0)C (1, PR)

=
u (qt)
u (q0)

となり、やはり、生計費指数の cofactorとして定義された数量指数と一致
する。すなわち、効用関数がホモセティックの場合、三つの数量指数は一致

する。

5 生計費指数としてのFisher指数

下記の効用関数を仮定する。

u (q1, q2, ..., qn) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
k=1

aikqiqk (1)

aik = aki for all i, k (2)

すると、

∂u (q1, q2, ..., qn)
∂qi

=
1
2

2
∑n

k=1 aikqk√∑n
i=1

∑n
k=1 aikqiqk

=
∑n

k=1 aikqk

u (q)

ところで、微分をする数量ベクトルを現在時点の数量ベクトル qtとし、か

つ両辺を u (qt)で割ると、

u′ (qt)
u (qt)

=
∑n

k=1 aikqt
k

u (qt)2

ところで、、u (q1, q2, ..., qn) =
√∑n

i=1

∑n
k=1 aikqiqkは一次同次である。な

ぜなら、

u (λq) =

√√√√ n∑
i=1

n∑
k=1

aikλqiλqk

=

√√√√λ2

n∑
i=1

n∑
k=1

aikqiqk

= λ

√√√√ n∑
i=1

n∑
k=1

aikqiqk

= λu (q)
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したがって、u (q)はホモセティックである。このとき、支出関数はシェファー
ド・マッケンジーの補題を用いると、

∂E (p, u (q))
∂pi

= qi

=
∂u (q)E (p, 1)

∂pi

=
u (q) ∂E (p, 1)

∂pi

ここで、E (p, 1) = c (p)とすると、

qi =
u (q) ∂c (p)

∂pi

ところで、
n∑

i=1

piqi = u (q) c (p)

二式を用いて、
qi∑n

i=1 piqi
=

1
c (p)

∂c (p)
∂pi

ところで、最適化の一階条件をマルチプライヤーを用いて記述すると、

pi = λ
∂u (q)
∂qi

n∑
i=1

piqi =
n∑

i=1

λ
∂u (q)
∂qi

qi

= λ
n∑

i=1

∂u (q)
∂qi

qi

よって、

λ =
∑n

i=1 piqi∑n
i=1

∂u(q)
∂qi

qi

したがって、
pi∑n

i=1 piqi
=

1∑n
i=1

∂u(q)
∂qi

qi

∂u (q)
∂qi

ここで、効用関数が一次同次であれば、オイラーの公式より、
∑n

i=1
∂u(q)
∂qi

qi =
u (q)となり、

pi∑n
i=1 piqi

=
1

u (q)
∂u (q)
∂qi

となる。

7



ところで、Fisher物価指数の Cofactorとなる数量指数は、

QIF (q0, p0, q1, p1) =

√∑n
i=1 pi0qi1∑n
i=1 pi0qi0

∑n
i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi1qi0

=

√√√√ 1
u (q0)

n∑
i=1

(
qi1

∂u (q0)
∂qi

)√∑n
i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi1qi0

=

√√√√ 1
u (q0)

n∑
i=1

(
qi1

∂u (q0)
∂qi

)
/

√∑n
i=1 pi1qi0∑n
i=1 pi1qi1

=

√√√√ n∑
i=1

(
qi1

1
u (q0)

∂u (q0)
∂qi0

)
/

√√√√ n∑
i=1

(
qi0

1
u (q1)

∂u (q1)
∂qi1

)

ここで、
∂u (q0)
∂qi0

1
u (q0)

=
∑n

k=1 aikq0
k

u (q0)
2

を用いると、

QIF (q0, p0, q1, p1) =

√√√√ n∑
i=1

(∑n
k=1 aikqi1qk0

u (q0)
2

)
/

√√√√ n∑
i=1

(∑n
k=1 aikqi0qk1

u (q1)
2

)

ところで、効用関数は対称で、aik = aki だったから、

n∑
i=1

n∑
k=1

aikqi1qk0 =
n∑

i=1

n∑
k=1

aikqi0qk1

したがって、

QIF (q0, p0, q1, p1) =

√√√√(
1

u (q0)
2

)
/

√√√√(
1

u (q1)
2

)

=
u (q1)
u (q0)

これは、生計費指数に対応する数量指数は、効用関数がホモセティックの

時には効用比に等しいという結果を確認するものでもある。次に、

n∑
i=1

piqi = u (q) c (p)

に戻る。さて、QIF (q0, p0, q1, p1)に対応する物価指数、すなわち Fisher物
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価指数 PIF (q0, p0, q1, p1)は

QIF (q0, p0, q1, p1) PIF (q0, p0, q1, p1) =
∑n

i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi0qi0

PIF (q0, p0, q1, p1) =
1

QIF (q0, p0, q1, p1)

∑n
i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi0qi0

=
u (q0)
u (q1)

∑n
i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi0qi0

=
u (q0)
u (q1)

u (q1) c (p1)
u (q0) c (p0)

=
c (p1)
c (p0)

これは、効用関数を (1)で定義すると、生計費指数は Fisher指数となる、
それに対応する数量指数はその効用比となることを示している。

6 生費指数としてのWalsh指数

下記のような効用関数を仮定しよう。これは Quadratic Mean of Order r
の関数と呼ばれる。

u (q) =

(
n∑

i=1

n∑
k=1

aikp
r/2
i p

r/2
k

)1/r

aik = aki for all i, k

r = 2のとき、この効用関数は Fisher指数の場合、すなわち (1)と一致す
る。さらに、下記のような数量指数を考える5。

QIr =

(∑n
i=1 w0

i (qi1/qi0)
r/2

)1/r

(∑n
i=1 w1

i (qi0/qi1)
r/2

)1/r

wt
i =

pitqit∑n
i=1 pitqit

まず、この数量指数が、上記の効用関数に対応していることを示そう。Fisher
指数の時のように一階条件とオイラーの公式より、

pi∑n
i=1 piqi

=
1

u (q)
∂u (q)
∂qi

wt
i =

qit

u (qt)
∂u (qt)

∂qi

5なお、CPI Manual の該当箇所の定義式 (17-30) にはタイポがある。詳細は Diewert
(1976)の p.130を参照せよ。E.W.Diewert “EXACT AND SUPERLATIVE INDEX NUM-
BERS,”Journal of Econometrics 4 (1976) 115-145.
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ここで、

∂u (q0)
∂qi0

1
u (q0)

=
q
(r−2)/2
i0

∑n
k=1 aikq

r/2
k0

u (q0)
r

=
q−1
i0

∑n
k=1 aikq

r/2
i0 q

r/2
k0

u (q0)
r

を用いると、

wt
i =

qit

u (qt)
∂u (qt)

∂qi

=
qitq

−1
it

∑n
k=1 aikq

r/2
it q

r/2
kt

u (qt)
r

=
∑n

k=1 aikq
r/2
it q

r/2
kt

u (qt)
r

したがって、

QIr =
r

√∑n
i=1 w0

i (qi1/qi0)
r/2

r

√∑n
i=1 w1

i (qi0/qi1)
r/2

=
u (q1)

r

√∑n
i=1

∑n
k=1 aikq

r/2
i0 q

r/2
k0 (qi1/qi0)

r/2

u (q0)
r

√∑n
i=1

∑n
k=1 aikq

r/2
i1 q

r/2
k1 (qi0/qi1)

r/2

=
u (q1)

r

√∑n
i=1

∑n
k=1 aikq

r/2
i1 q

r/2
k0

u (q0)
r

√∑n
i=1

∑n
k=1 aikq

r/2
i0 q

r/2
k1

ところで、aik = aki だったから、
n∑

i=1

n∑
k=1

aikq
r/2
i1 q

r/2
k0 =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikq
r/2
i0 q

r/2
k1

したがって、

QIr =
u (q1)
u (q0)

となり、効用関数の比となっている。次に、この数量指数の Cofactorとな
る物価指数を考える。すると、

PIr =
∑n

i=1 pi1qi1

QIr
∑n

i=1 pi0qi0

=
u (q0)

∑n
i=1 pi1qi1

u (q1)
∑n

i=1 pi0qi0

=
u (q0)E (pt, u1)
u (q1)E (p0, u0)

=
u (q0)u (q1)C (p1)
u (q1)u (q0)C (p0)

=
C (p1)
C (p0)

10



となり、C (pt)の比、すなわち単位支出関数の比に等しくなる。これは、生
計費指数と一致する。r = 2のときは、効用関数は Fisherの場合と同じであ
り、数量、物価指数も Fisherと同じになる。r = 1のとき、数量指数は

QI1 =
∑n

i=1 w0
i (qi1/qi0)

1/2∑n
i=1 w1

i (qi0/qi1)
1/2

=
∑n

i=1 pi1qi1

∑n
i=1 pi0qi0 (qi1/qi0)

1/2∑n
i=1 pi0qi0

∑n
i=1 pi1qi1 (qi0/qi1)

1/2

=
∑n

i=1 pi1qi1

∑n
i=1 pi0 (qi1qi0)

1/2∑n
i=1 pi0qi0

∑n
i=1 pi1 (qi0qi1)

1/2

=
∑n

i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi0qi0

/

∑n
i=1 pi1 (qi0qi1)

1/2∑n
i=1 pi0 (qi1qi0)

1/2

=
∑n

i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi0qi0

/PIW

ここで、PIW はWalsh物価指数に他ならない。すなわち、

QI1PIW =
∑n

i=1 pi1qi1∑n
i=1 pi0qi0

となり、r = 1のとき、数量指数の Cofactorであり、かつ生計費指数と一致
する物価指数はWalsh物価指数となる。

7 支出関数を用いる場合

今までは効用関数から生計費指数及び数量指数を導出してきたが、支出関

数から導出することも可能である。ホモセティック効用関数を仮定し、対応

する効用 1単位あたりの支出関数として、下記のような Quadratic Mean of
Order r関数形を仮定しよう。

C (p) =

(
n∑

i=1

n∑
k=1

bikp
r/2
i p

r/2
k

)1/r

bik = bki

支出関数を価格に関して微分する。

∂C (p)
∂pi

=
2p

(r−2)/2
i

∑n
k=1 bikp

r/2
k

2 r

√∑n
i=1

∑n
k=1 bikp

r/2
i p

r/2
k

=
p
(r−2)/2
i

∑n
k=1 bikp

r/2
k

C (p)r−1

11



したがって、

1
C (p)

∂C (p)
∂pi

=
p
(r−2)/2
i

∑n
k=1 bikp

r/2
k

C (p)r

=
p−1

i

∑n
k=1 bikp

r/2
i p

r/2
k

C (p)r

また、シェファード・マッケンジーの補題より、

ut
∂C (pt)

∂pi
= qit

また
n∑

i=1

pitqit = utC (pt)

ut

utC (pt)
∂C (pt)

∂pi
=

qit∑n
i=1 pitqit

pit

C (pt)
∂C (pt)

∂pi
= wt

i

=
∑n

k=1 bikp
r/2
it p

r/2
kt

C (pt)
r

さて、下記の物価指数を考えてみよう。

PIr =
r

√∑n
i=1 w0

i (pi1/pi0)
r/2

r

√∑n
i=1 w1

i (pi0/pi1)
r/2

シェアを消去して対称性を用いると

PIr =
C (p1)

r

√∑n
i=1 bikp

r/2
i0 p

r/2
k0 (pi1/pi0)

r/2

C (p0) r

√∑n
i=1 bikp

r/2
i1 p

r/2
k1 (pi0/pi1)

r/2

=
C (p1)

r

√∑n
i=1 bikp

r/2
k0 p

r/2
i1

C (p0) r

√∑n
i=1 bikp

r/2
k1 p

r/2
i0

=
C (p1)
C (p0)

したがって、この物価指数は生計費指数となる。r = 2のとき、

PIr =

√∑n
i=1 w0

i (pi1/pi0)√∑n
i=1 w1

i (pi0/pi1)

=

√√√√ n∑
i=1

w0
i (pi1/pi0) × 1√∑n

i=1 w1
i (pi0/pi1)

これは Fisher物価指数に他ならない。
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8 生計費指数としてのTörnqvist指数

本節では、効用関数のホモセシティの仮定を廃し、下記の支出関数を仮定

しよう。

lnE (p, u) = a0 +
n∑

i=1

ai ln pi +
1
2

n∑
i=1

n∑
k=1

aik ln pi ln pk + b0 ln u +
n∑

i=1

bi ln pi lnu +
1
2
b00 (lnu)2

aik = aki,
n∑

i=1

ai = 1,
n∑

k=1

aik = 0,
n∑

i=1

bi = 0

パラメターに関する仮定により、支出関数は価格に関して一次同次となる。

この関数形は Translog型と呼ばれる6。これは支出関数であるため、

E (p0, u0) =
n∑

i=1

pi0qi0,

E (p1, u1) =
n∑

i=1

pi1qi1

が成立する。また、シェファード・マッケンジーの補題より、

qi0 =
∂E (p0, u0)

∂pi0

=
E (p0, u0)

pi0

∂ ln E (p0, u0)
∂ ln pi0

したがって、

qi0∑n
i=1 pi0qi0

=
qi0

E (p0, u0)

=
1

pi0

∂ lnE (p0, u0)
∂ ln pi0

よって、

w0
i =

pi0qi0∑n
i=1 pi0qi0

=
pi0

pi0

∂ lnE (p0, u0)
∂ ln pi0

=
∂ lnE (p0, u0)

∂ ln pi0

6この関数は、Christiansen L.R., Jorgensen D.W, Lau L.J. (1971), “Conjugate duality
and the transcendental logarithmic production function”, in Econometrica, vol. 39 と
Christiansen L.R., Jorgensen D.W, Lau L.J. (1973), “Transcendental logarithmic pro-
duction frontier”, in Review of Economics and Statistics, vol. 55. により導入された。
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実際、仮定された支出関数を微分すると、

w0
i =

∂ lnE (p0, u0)
∂ ln pi0

= ai +
n∑

k=1

aik ln p0k + bi ln u0

したがって、明らかに、

w0
i =

∂ lnE (p1, u1)
∂ ln pi1

= ai +
n∑

k=1

aik ln p1k + bi ln u1

最後に、一般に二次関数に関する下記の公式を導出しよう。

f (z1, z2, ..., zn) = a0 +
n∑

i=1

aizi +
1
2

n∑
i=1

n∑
k=1

aikzizk

aik = aki

という関数 f を考えよう。これは zに関する二次関数である。

まず、二次関数なので、任意の二点の差は、どちらか片方における二階の

テイラー展開が真の値と一致するはずである。

f
(
z1

)−f
(
z0

)
=

n∑
i=1

∂f
(
z0

)
∂zi

(
z1
i − z0

i

)
+

1
2

n∑
i=1

n∑
k=1

∂2f
(
z0

)
∂zi∂zk

(
z1
i − z0

i

) (
z1
k − z0

k

)
しかし、Diewert (1976)は、さらに下記の式が成立することを証明している。

f
(
z1

) − f
(
z0

)
=

(
1
2

) n∑
i=1

{
∂f

(
z0

)
∂zi

+
∂f

(
z1

)
∂zi

}(
z1
i − z0

i

)
すなわち、二点における傾きの平均により、二点の差を正確に描写可能に

なっている。この関係式はQuadratic Approximation Formulaと呼ばれ、こ
の関係式と f

(
z1

)
が二次関数であることは同値であることが知られている。

証明の一部をみてみよう。

関数を行列表示し、

f
(
z1

) − f
(
z0

)
= aT z1 +

1
2
z1T Az1 − aT z0 − 1

2
z0T Az0

= aT
(
z1 − z0

)
+

1
2
z1T A

(
z1 − z0

)
+

1
2
z0T A

(
z1 − z0

)
=

1
2

[
a + Az1 + a + Az0

]T (
z1 − z0

)
=

1
2

[∇f
(
z1

)
+ ∇f

(
z0

)]T (
z1 − z0

)
14



逆に、Quadratic Approximation Formulaを満たすのは二次関数に限定さ
れることも証明することが可能である。詳しくはDiewert (1976)を参照せよ。
ここまでの準備を前提に、生計費指数、すなわち、支出関数の比、対数支

出関数の差の計算を行う。対数支出関数は二次関数だったので、Quadratic
Approximation Formulaを利用可能である。まず、

u∗ = (u0u1)
1/2

すなわち、COLIを計算する際に用いる基準効用を両時点の幾何平均とし、
COLIを

lnE (p1, u
∗) − lnE (p0, u

∗)

としよう。すると

lnE (p1, u
∗) − lnE (p0, u

∗)

=
1
2

n∑
i=1

[
∂ lnE (p1, u

∗)
∂ ln pi

+
∂ lnE (p1, u

∗)
∂ ln pi

] (
ln p1

i − ln p0
i

)
=

1
2

n∑
i=1

[
2ai +

n∑
k=1

aik ln p0k +
n∑

k=1

aik ln p1k + 2
n∑

i=1

bi lnu∗
] (

ln p1
i − ln p0

i

)
=

1
2

n∑
i=1

[
ai +

n∑
k=1

aik ln p0k +
n∑

i=1

bi ln u0 + ai +
n∑

k=1

aik ln p1k +
n∑

i=1

bi lnu1

] (
ln p1

i − ln p0
i

)
=

1
2

n∑
i=1

[
∂ lnE

(
p1, u

0
)

∂ ln pi
+

∂ ln E
(
p1, u

1
)

∂ ln pi

] (
ln p1

i − ln p0
i

)
=

1
2

n∑
i=1

[
w0

i + w1
i

] (
ln p1

i − ln p0
i

)
これは Törnqvist物価指数である。特に注目すべきは、FisherやWalshと

異なり、効用関数がホモセティックになっておらず、したがって支出関数は効

用水準の線形関数になっていないにも関わらず、このようにごく単純な形で

生計費指数を描写可能になっていることであろう。これは、支出関数が二次

関数であり、シェファード・マッケンジーの補題より一階微分が需要数量とな

り、支出関数対数微分が支出シェアに等しくなるという結果によるものであ

る。その意味では、これは二次関数という極めて特殊な性質に依存している

わけであるが、一方、Translog関数はパラメターを自由に設定することによ
り、多くの関数の二次近似として利用可能であり、一般的な関数形というこ

とも可能である。この特殊性と一般性の共存が、Diewertによる Superlative
Indexへとつながっていく。
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9 Törnqvist指数とQuadratic Mean of Order

r関数

Fisher指数とWalsh指数は、いずれもQuadratic Mean of Order r関数の
生計費指数であった。rの値により、対応する生計費指数が異なることにな
る。Diewert (1980)7は

∑n
k=1 bik = 0,

∑n
i=1 bi = 1, bik = bki を仮定したうえ

で、若干式を変形したも Quadratic Mean of Order r関数は

lim
r→0

(
n∑

i=1

bip
r/2
i +

2
r

n∑
i=1

n∑
k=1

bikp
r/2
i p

r/2
k

)1/r

=
n∑

i=1

bi ln pi+
1
2

n∑
i=1

n∑
k=1

bik ln pi ln pk

となることを示している。すなわち、Törnqvist指数は Quadratic Mean of
Order r関数で r = 0に対応するものに他ならない。証明は簡単であり、

y =

(
n∑

i=1

bip
r/2
i +

2
r

n∑
i=1

n∑
k=1

bikp
r/2
i p

r/2
k

)1/r

yr =
n∑

i=1

bip
r/2
i +

2
r

n∑
i=1

n∑
k=1

bikp
r/2
i p

r/2
k

yr − 1
r

=
∑n

i=1 bip
r/2
i − 1

r
+

(
2

∑n
i=1

∑n
k=1 bikp

r/2
i p

r/2
k

)
r2

=
∑n

i=1 bip
r/2
i − 1

r
+

1
2

n∑
i 1
2=1

n∑
k=1

bik

(
p

r/2
i − 1

)
r/2

(
p

r/2
k − 1

)
r/2

ここで、rをゼロに近づけていくと、

lim
r→0

yr − 1
r

= ln y

=
n∑

i=1

bi ln pi +
1
2

n∑
i=1

n∑
k=1

bik ln pi ln pk

すなわち、Quadratic Mean of Order r関数で、r = 0, 1, 2の三種類の値で、
Törnqvist、Walsh、Fisherの三種類の生計費指数を導出可能なのである。

7Diewert, W.E. (1980) “Aggregation Problems in the Measurement of Capital,” in
D.Usher ed. The Measurement of Capital, University of Chicago Press., pp. 433-538.
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