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第 3講 パネルデータ分析の基礎

3.1 はじめに

本章ではパネルデータ分析の基礎的な統計手法を概観する1。ここで論じる

手法は基本的には分散分析の拡張であり、経済モデルで扱われる動学的な要

素や意思決定に関わる選択モデルは次章以後で扱う。実際、パネルデータは

年次データであったり、あるいは 5年に一回のデータであったりして、デー

タ頻度が低いことが多く、本章で論じる静学モデルを用いることが多い。

本章で強調したいことは、第一に、パネルデータ分析手法は相互に関連し

ているということである。考えればわかるように、パネルデータは時系列方

向の情報とクロスセクション方向の情報を含んでおり、パネルデータ分析で

集約する情報は、これらの情報を加重平均したものとなっている。

第二に、仮説検定の哲学に従って、誤ったモデルを残さない、あるいは誤っ

たモデルに基づいて結論を導くことのないように細心の注意を払うことが必

要だということである。現在、多くの実証研究ではモデルの仮説検定を行わ

ずに、様々な推定方法に基づく結果を羅列して、与えられたデータに対して

どの推定が望ましいかを判断することを放棄しているように見受けられる。

計量経済学の検定では（1）理論が実際の数値と矛盾しないことを検討するこ

と、（2）与えられたデータに対して適切な分析方法を用いているかを検討す

ること、を主たる目的としている。パネルデータを用いることの利点は、そ

のデータサイズの大きさのおかげで、様々な分析手法の中から適切な手法を

選び、より適切な分析が出来るということにある。同時に、様々な誤差が複

合的に入り込んでおり、それを解きほぐすことによって、理論の問題が明ら

かにあるという側面もある。これらの作業の重要性を強調しておきたい。

第三に、パネルデータではデータが不完備になることは常に起こることで

あって、むしろパネルデータの常態であると考えるべきであるということで

ある。本章で論じるように、多くの場合推計上あまり大きな問題にはならな

いが、不完備の程度について事前にチェックしておくことが大切である。

3.2 固定効果推定

第 1章で論じた二元配置誤差構成要素モデルをさらに簡単化（α = 0, λt = 0

と仮定）して固定効果推定を説明する。基本的な考え方は次のようにまとめ

ることが出来る。

yit = βxit + µi + νit (1)
1本章は北村・藤木 (1995)、北村・中村（1998）、Fujiki and Kitamura (1995) の成果を用

いている.



比較統計システム論 2004年度＠北村行伸 2

ここで µi は固定効果を表す。νit ∼ IN(0, σ2)とする。

（1）式の個々の主体 iに関して時間平均をとる。

ȳi = βx̄i + µi + ν̄i (2)

時間とともに変化しない固定効果を（1）式から（2）式を引くことで消去

すると次のようになる。

yit − ȳi = β(xit − x̄i) + (νit − ν̄i) (3)

ここで、（3）式を最小二乗法推定すれば最良不偏推定量 β̃を得ることがで

きる。さらに、それを（1）式に代入して固定効果 µ̃i を得る。

µ̃i = ȳi − β̃x̄i (4)

この一連の推計方法を最小二乗ダミー変数推定 (least square dummy vari-

ables: LSDV)と呼ぶ。標本数N が大きい場合に、固定効果 µ̃iを推計すると

大幅に自由度を失うことになる。時間 T が無限大になれば、この LSDV推計

の全てのパラメータは一致推計となる。しかし、T が固定されており、N が

無限大になれば、βだけが一致推定となり、固定効果 µiは一致推定とはなら

ない2。

パネルデータを用いて様々な方向の統計量を計算すると相互の関係が明ら

かになる3。まず、モデル全体（プーリング）の平均を x̃と ỹと定義すると

x̃ =
1

TN

T∑
t=1

N∑
i=1

xit (5)

ỹ =
1

TN

T∑
t=1

N∑
i=1

yit (6)

この変数から各個体の残差平方和と xと yそれぞれに関する残差を相乗し

たものを次のように定義する。

Spool
xx =

N∑
i=1

T∑
t=1

(xit − x̃)2 (7)

Spool
xy =

N∑
i=1

T∑
t=1

(xit − x̃)(yit − ỹ)2 (8)

Spool
yy =

N∑
i=1

T∑
t=1

(yit − ỹ)2 (9)

2経済分析上、固定効果を推計することで潜在変数を明らかにしたい場合には、固定効果推計
が必要である。しかし、大量の固定効果を推計しても何ら経済学的に解釈しないのであれば、固
定効果をもう少し集約した効果、例えば、産業分類や地域分類などに置き換えて経済解釈を行っ
た方が有意義な場合もある。

3Greene (2003, Chapter 13), pp.289-90 を参照。
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同一個体内で被説明変数と説明変数の時系列 (ウィズイン)平均を次のよう

に定義する。

x̄i =
1

T

∑
t

xit (10)

ȳi =
1

T

∑
t

yit (11)

この変数からの個体内（ウィズイン）時系列平均の残差平方和と xとｙそ

れぞれに関する残差を相乗したものを次のように定義する。

Swith
xx =

N∑
i=1

T∑
t=1

(xit − x̄i)
2 (12)

Swith
xy =

N∑
i=1

T∑
t=1

(xit − x̄i)(yit − ȳi) (13)

Swith
yy =

N∑
i=1

T∑
t=1

(yit − ȳi)
2 (14)

次に、個体間（ビトウィーン）の残差平方和を次のように定義する。

Sbtw
xx =

N∑
i=1

T (x̄it − x̃)2 (15)

Sbtw
xy =

N∑
i=1

T (x̄it − x̃)(ȳi − ỹ) (16)

Sbtw
yy =

N∑
i=1

T (ȳi − ỹ)2 (17)

以上より、次のような関係が導かれる。

Spool
xx = Swith

xx + Sbtw
xx (18)

Spool
xy = Swith

xy + Sbtw
xy (19)

Spool
yy = Swith

yy + Sbtw
yy (20)

推計されるβに関しては、プーリング推定（βpool）、ウィズイン推定（βwith）、

ビトウィーン推定（βbtw）に対しておのおのの次のような関係が導かれる。

βpool = [Spool
xx ]−1Spool

xy = [Swith
xx + Sbtw

xx ]−1[Swith
xy + Sbtw

xy ] (21)

βwith = [Swith
xx ]−1Swith

xy (22)

βbtw = [Sbtw
xx ]−1Sbtw

xy (23)

これより次の式を得る。
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Swith
xy = Swith

xx βwith (24)

Sbtw
xy = Sbtw

xx βbtw (25)

これを (21)に代入すると次のように整理できる。

βpool = mwithβwith + mbtwβbtw (26)

ここで

mwith = [Swith
xx + Sbtw

xx ]−1Sbtw
xx = I − mbtw (27)

(23)式はプーリング推定はウィズイン推定とビトウィーン推定の加重平均

であることを示している。もしウィズイン推定の変動が小さくmwithが小さ

い場合には、ビトウィーン推定とプーリング推定は近似してくる。

3.3 ランダム効果推定

既に述べた通り、固定効果推定では各主体に対してダミーを割り当てるた

めに、N が大きくなれば、推定すべきパラメータの数が膨大なものになり、

その結果、推定における自由度は著しく低下する。固定効果 µi をランダム

（確率変数、µi＝ IID（0、σ2
µ））だと仮定すれば、この問題は回避できる。ラ

ンダム効果推定を用いるのに適しているのは母集団からN 個を無作為に抽出

したような場合である4。

ランダム効果モデルでは、固定効果 µi を確率変数として扱い、µi は撹乱

項 uit から独立していると仮定する。

µi ∼ IID(0, σ2
µ) (28)

uit ∼ IID(0, σ2
u) (29)

単純化のために説明変数はひとつとし、µiを確率変数とする。誤差項は次

のように表せる。

vit = µi + uit

ここで

var(vit) = σ2
u + σ2

µ

cov(vit, vis) = σ2
µ for t 6= s

cov(vit, vjs) = 0 for ∀ t, s if i 6= j

4家計に関するサンプル調査等がこれに相当する。
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これは同一主体内の誤差項 µiと uitが相関していることを表し、効率的な

推定値を得るためには一般化最小二乗法（generalized least square: GLS）を

用いる必要がある。Maddala (1971a,b)に従って以下のように簡略化できる5。

βrnd
GLS = Fβwith + (1 − F )βbtw (30)

ここで、Fwith =
Swith

xx

Swith
xx +θSbtw

xx
, θ =

σ2

u

σ2
u+Tσ2

µ
である。

先の (22)（23）より

βwith =
Swith

xy

Swith
xx

(31)

βbtw =
Sbtw

xy

Sbtw
xx

(32)

これを（30）に代入して整理すると、

βrnd
GLS =

Swith
xy + θSbtw

xy

Swith
xx + θSbtw

xx

(33)

と表せる。すなわち、ランダム効果推定（GLS）は固定効果（ウィズイン）

推定（LSDV）とビトゥイーン推定（OLS）の加重平均であり、θ = 1の時に

は、σ2
µ = 0であり、固定効果（ウィズイン）推定（LSDV）と一致し、θ = 0

の時には、σ2
u = 0であり、ビトゥイーン推定（OLS）と一致する。θがそれ以

外の値をとる時は、ランダム効果推定が固定効果（ウィズイン）推定（LSDV）

とビトゥイーン推定（OLS）に比べてより有効である。しかし、ビトゥイー

ン推定が一致推定でなければ、ランダム効果推定も一致推定とはならない。

3.4 不均一分散の問題

計量経済学では誤差の分散が均一でないために推計にバイアスが生じる不

均一分散 (heteroskedasticity)は重要な問題として取り上げられてきた。経済

主体の個別の違い (heterogeneity)に分析の焦点を当てるパネルデータには常

につきまとう問題である。Mazodier and Trognon (1978)や Baltagi (2001,

Chapter 5)によれば、不均一分散が存在するときに推計を行うと、一致推定

は得られるが、有効推定ではなく、推計パラメータは推計誤差のロバスト修

正を行わなければ、バイアスが残ることが知られている。問題は不均一分散

が固定効果 µiから発生しているのか、撹乱項 uitから発生しているのかで扱

いが違ってくるということである。Mazodier and Trognon (1978)では不均

一分散が固定効果 µi から発生している場合について考察している。この場

合、固定効果は時間を通して固定されているので、分散がある時間に拡大す

5Greene (2003, Chapter 13), pp.295-6 も参照している。
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るといった従来から考えられてきた不均一分散の問題を扱うのは実証的には

難しい。

Baltagi (2001, Chapter 5)では撹乱項 uitから発生している場合を扱ってい

るが、データを [yit − (1−
√

θi)ȳi]のように変換した上で最小二乗法（OLS）

を用いて推計する。ここで

θi =
σ2

v

σ2
v + Tσ2

µi

(34)

である。また、最小二乗法推計の誤差項は不偏一致推定であることを用いて、

次のような平均残差平方和を求める。

∑T
t=1

û2
it

T − K
(35)

この経済主体毎に計算される分散共分散行列と θiを用いて、実行可能な一

般化最小二乗法 (feasible generalized least square estimation: FGLS)で推計

すれば、少なくとも攪乱項の不均一分散の問題は解決できる。

一般にパネルデータでは不均一分散の問題が存在しているので、パラメータ

の推計においてはWhite(1980)の heteroscedasticity consisitent estimation

を用いて誤差バイアスをロバスト修正しておくべきである。誤差項の持つも

う一つの問題である、系列相関 (autocorrelation)については第 4章で論じる。

3.5 モデル選択のための検定

計量経済学の検定には一般に二つの意味がある。第一に、理論モデルが正

しいかどうかを検定するということである。これは、理論的に演繹された関

係式が統計的に支持されるかどうかを確認する作業であり、仮説検定の基礎

にある考え方である。しかし、既に述べたように、パネルデータ分析は多様

な経済主体の多様な状況に対する反応を含んでいるという意味で、同質的な

経済主体の行動関係を仮説検定するということだけでは不十分である。

第二には、与えられたデータに対して適切な推定方法が用いられているか

どうかを検証するということである。これは、実験計画法あるいは分散分析

を基礎にして、集められたデータから、様々なノイズやコントロールできる

要因を取り除いていく作業の一環と考えることができる。一般にパネルデー

タは時系列データやクロスセクションデータよりも多くの観察点を含み、事

前に全体的な傾向を把握することが難しいことが多い。このような場合、手

元にあるパネルデータをどのような手法で分析するのが望ましいかは、デー

タ自体に決めさせるというのが正当な考え方である。そのためには、システ

マティックな検定手続きが必要になる6。

6もちろん、データ自体に決めさせると言っても、理論モデル設定が悪く、用いられた変数に
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3.5.1 仮説検定

具体的なモデル選択のための検定について論じる前に、仮説検定の意義と

手法について概観しておきたい。

仮説検定の理論はネイマン（Neymaa, Jerzy）とピアソン (Peason, Egon.

S. カール・ピアソンの息子)の共同研究によって体系づけられ7、今日では標

準的な手続きとなっている8。統計パッケージでもかなり自動的に仮説検定を

行うようになり、研究者が意識して帰無仮説と対立仮説を立てて検討するこ

とも少なくなっている。その結果、研究者の仮説検定に対する意識を低くし

ているとも言えるので、ここで再確認しておきたい。

本来、仮説検定においては、主張したいことを対立仮説にし、否定したい

仮説を帰無仮説にすることが原則とされている。これには、次の２つの理由

がある。

第一に、仮説検定が非対称であるということがある。すなわち、仮説が偽

であることを立証することはできるが、真であることを積極的に証明するこ

とはできないということである。つまり、仮説とデータが矛盾していれば仮

説は間違っているとは言えるが、矛盾しないからといって、それが正しいと

は言えないということである。データと矛盾しない仮説は他にも沢山あり得

るからである910。

第二の理由として、仮説検定の過誤の問題がある。統計的検定量が決まる

と、次に帰無仮説を棄却して、対立仮説を採択するための基準として棄却域

を決める。これは有意水準 1% 、5% 、10% の 3段階で判断されるのが通常

となっており、それに応じた水準で棄却域を決めればいいということである。

このように棄却域を決めたとしても、帰無仮説と対立仮説の違いが微妙であ

るような場合には、仮説検定が２種類の過誤を犯す可能性が出てくる。それ

らは、帰無仮説が正しいときに帰無仮説を棄却してしまう誤りを第１種の過

誤と、対立仮説が正しいときに帰無仮説を採択してしまう誤りを第２種の過

誤である。この過誤にも非対称性がある。すなわち、第１種の過誤について

は有意水準 αを事前に与えて、棄却域を設定すれば、過誤を犯す確率をコン

トロールできるが、第２種の過誤については有意水準αと標本数 nを所与

間違えがあれば、統計量は不十分となる。これらの問題は基本的にはモデルの特定化に問題があ
ることによって生じていると考えられるので、理論モデルに戻って、検討し直す必要があり、小
手先の修正は勧められない。

7Neyman and Pearson (1928a,b) を嚆矢として、10 編の共同論文が書かれた。
8仮説検定の詳細については Lehmann(1986) を参照。
9この考え方は，カール・ポッパーの反証可能性に通じるものがある。すなわち、仮説に矛盾

する事実が出てくれば仮説を棄却し、矛盾が出てこなければ、その仮説を一つの可能性として保
持しておく。しかし、それはその仮説が真理に到達したと考えるのではなく、次の矛盾が発見さ
れるまでの間、生き延びている仮説であると考える。科学の進歩はこのような反証可能性を備
えた仮説検定の繰り返しによって漸進するというのがカール・ポッパーの科学史観である。ポッ
パーに先行するネイマン・ピアソンにすでにその科学史観が見出されると考えてもいいだろう。

10よく実証研究で、仮説が棄却できないということをもって、その仮説が正しいという判断を
している場面を見かけるが、これは正しくない。仮説が棄却できないということは文字通り、棄
却せずに残しておくという程度の結果であって、それ以上の積極的な評価は仮説検定では出来な
い。
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とすれば、過誤を犯す水準β11は仮説水準 µに応じて変動し、コントロール

できない。ただし、標本数 nを変化させることができれば、過誤確率 βも固

定できる。もっとも、調査が終わって標本数を変動させることは現実的では

ないと考えれば、やはり、帰無仮説に否定したい仮説をおいて、第１種の過

誤を最小に抑えるというのが現実的な対応となる。

悩ましいのは、20-30% の有意水準であれば帰無仮説を棄却できるような場

合である。この場合、第１種の過誤を犯さないためには、棄却域を厳しく設

定し、帰無仮説は棄却できないという判断をすべきであるが、これは帰無仮

説が正しいということではない。対立仮説を帰無仮説として検定して有意水

準がさらに低くなる場合には、対立仮説も棄却できないということが起こり

うる。また、総合的に判断すれば、対立仮説の方が尤もらしいと考えられる

場合がある。仮説検定論としてはこの両者はともに棄却できないが、現実的

な判断としては棄却できない程度を勘案して、対立仮説を選択するという判

断はありうる12。これは、先に、仮説検定によって仮説を棄却することはで

きても、正しい仮説を選択することにはならないと指摘したことと関連して

いる。対立する仮説が統計的に棄却できない場合には、その中で理論や統計

量に照らし合わせて尤もらしい仮説を選ぶ作業をしなければならないが、こ

のためには、仮説検定の棄却域以外の判断基準を持ち込まなければならない。

3.5.2 具体的な検定手順

以下では様々な推定法に基づく静学モデルを対象にしたモデル選択の手順

を説明する。

第一に、固定効果推定法が正当化されるかどうかは、先ず、一元配置固定

効果推定法（LSDV）とプーリング推定法（OLS)を比べる。これは一元配置

固定効果推定法における経済主体別の定数項が全て等しいという制約が課さ

れる場合がプーリング推定法であるとして、その制約について F検定でテス

トする。つまり、制約が無効であるとの帰無仮説が棄却されると、一元配置

固定効果推定法が正当化される。次に、二元配置固定効果推定法がプーリン

グ推定法や一元配置固定効果推定法に対して正当化されるかどうかも同様に

係数制約問題に関する F検定を通して判断できる。

第二に、ランダム効果推定法がプーリング推定法に対して正当化されるか

どうかについてはラグランジュ乗数法 (Lagrange Multiplier test)を用いる。

すなわちプーリング推定法（OLS）の誤差項が平均的にゼロであるとの帰無

仮説についてラグランジュ乗数統計量をもとめカイ二乗検定を行うのである。

11従って、1 − β は過誤を犯さない確率となり、これを検定力（power）と呼ぶ。これは、対
立仮説が正しい時に、とりうる全ての µの値に対して帰無仮説を棄却する確率を表わしている。

12卑近な例を用いれば、90 点以上を合格ラインにとしていたテストで、一人が 75 点、もう
一人が 20 点だったときに、両者とも不合格ではあるが、補欠として一人選ぶとすれば 75 点の
学生を選んだ方がいいのではないかという議論だと考えればわかりやすいかもしれない。



比較統計システム論 2004年度＠北村行伸 9

この結果、帰無仮説が棄却されると、誤差項に経済主体毎の異質性が存在す

ることを意味し、ランダム効果推定法（GLS）が正当化される。

第三に、固定効果推定法とランダム効果推定法の間のモデル選択はHausman

testを用いる。これは、個別主体要因が、説明変数と無相関であるとの帰無

仮説を立て、それをカイ二乗検定するものである。仮説が棄却されると固定

効果推定法が正当化されることとなる。

上述の手続きをトーナメント方式で順次行って行くことによって最適な推

定方法が選択できる。モデル選択の構造は図表 3.1にまとめられている。具

体的な検定テストの考え方は以下で順に説明していきたい。

図表 3.1 モデル選択の構造

3.5.3 Ｆ検定

これまでの議論から明らかなように、まず時系列推定法、すなわち各経済

主体別の定数項および傾きが全てばらばらの場合と、それらが全て等しいと

いう制約が課されるプーリング推定法の場合について F検定でテストする。

因みに、ここで用いるＦ検定は分散分析で用いるＦ検定に準じるものであ

る。すなわち、ある帰無仮説の下で推定される残差平方和（RSS0）を自由度

(ν0)で割ったものは、その自由度のカイ二乗分布に従い、対立仮説の下でも

同様に残差平方和 (RSS1)を自由度 (ν1)で割ったものを求め、帰無仮説と対

立仮説の比をとったものはＦ（ν0, ν1）分布に従うという関係を用いる。

F (ν0, ν1) =
RSS0/ν0

RSS1/ν1

(36)

具体的には、全ての定数項と傾きが共通であるとの帰無仮説の下に、第一

自由度 (N − 1)(K + 1)、第二自由度 (NT −N(K + 1))の F分布に従う。こ

こでK は定数項を除く説明変数の数を表している。この検定量は次のように

表せる。

F (pool vs time series) =
(RSSpool − RSSTimeSeries)/(N − 1)(K + 1)

RSSTimeSeries/(NT − N(K + 1))
(37)

ここで、RSSpoolはプーリング推定法の残差平方和、RSSTimeSeriesは時系

列推定法の残差平方和を表している。他の変数はすでに定義した通りである。

次に、単純なプーリング推定法が棄却された場合、各主体の定数項はばら

ばらだが、傾きは等しいという一元配置固定効果推定法を帰無仮説として、

時系列推定法を F検定でテストする。具体的な F分布は次のようになる。



比較統計システム論 2004年度＠北村行伸 10

F (oneway fixed vs time series) =
(RSSof − RSSTimeSeries)/(N − 1)

RSSTimeSeries/(N(T − 1)K)
(38)

ここで、RSSof は一元配置固定効果推定法の残差平方和である。ここで帰

無仮説が棄却されなければ、一元配置固定効果推定法が採択される。

さらに、一元配置固定効果推定法が時系列推定法に対して採択されたとし

て、これがプーリング推定法に対して正当化されるかどうかを検定する。す

なわち、一元配置固定効果推定法において定数項が全て等しい場合がプーリ

ング推定法である。このとき第一自由度 (N − 1)、第二自由度（NT − (N +1)

）の F分布に従う。

F (pool vs oneway fixed) =
(RSSpool − RSSof )/(N − 1)

RSSof/(NT − (N + 1))
(39)

最後に、一元配置固定効果推定法がプーリング推定法に対して採択された

として、これが二元配置固定効果推定法に対して正当化されるかどうかを検

定する。すなわち、二元配置固定効果推定法における時間ダミーのパラメー

タがすべてゼロである場合が一元配置固定効果推定法となるとすると、F分

布は第一自由度 (T − 1)、第二自由度 (NT − (N + 1)) − (T − 1))に従う。

F (oneway fixed vs twoway fixed) =
(RSSof − RSStf )/(T − 1)

RSStf/(NT − (N + 1) − (T − 1))
(40)

ここで、RSStf は二元配置固定効果推定法の残差平方和である。

このように、F検定を順次行うことによって時系列 (個別)検定とプーリン

グ検定、一元配置固定効果推定、二元配置固定効果推定の間に序列をつける

ことが出来る。

3.5.4 ハウスマン検定

ハウスマン検定はモデル特定化を検証するために用いられている。帰無仮

説 H0 はモデルの特定化が正しいというものであり、対立仮説 H1 はモデル

の特定化に誤りがあるというものである。これは、簡単に言えば、二つの仮

説に基づいて推定されたパラメータが等しいかどうかを検定して、等しくな

ければ、モデルの特定化に問題があるということになる。

次のようなモデルを考えよう13。

y = βx + u (41)

13以下の説明は Maddala(2001、pp.494-495）に従っている。



比較統計システム論 2004年度＠北村行伸 11

OLS推定するためには、xは uから独立していなければならない。仮説検

定の形で表すと次のようになる。

H0 : xと uは互いに独立

H1 : xと uは互いに依存

ここで、ハウスマン検定のための設定として、β に関して次のような二つ

の推定が得られたとしよう。

β̂0はH0の下で一致かつ有効推定であるが、H1の下では一致推定ではない。

β̂1はH0でもH1の下でも一致推定であるが、H0の下では有効推定ではない。

そこで q̂ = β̂1 − β̂0 と定義する。ここから、Hausmanは次の関係を導い

た14。

var(q̂) = var(β̂1) − var(β̂0) H0の下でそれぞれの分散を推定

V̂ (q̂)を var(q̂)の一致推定とすると、次の統計量は自由度１のカイ二乗分

布に従うかどうかで帰無仮説H0 を検定できる。

m =
q̂2

V̂ (q̂)
∼ χ2(1) (42)

具体的にパネルデータ分析に関して、固定効果かランダム効果のどちらが望

ましいかというテストをするためには次のような仮説を検定することになる。

H0 :ランダム効果は説明変数 xitと相関していない

H1 :ランダム効果は説明変数 xitと相関している

H0 の下ではランダム効果推定（β̂r）が有効一致推定である。固定効果推

定 β̂f は帰無仮説に関係なく一致推定となる。ここで q = β̂f − β̂r と定義し、

V (q) = V (β̂f )− V (β̂r)をハウスマン検定、m = q̂′[V̂ (q̂)]−1q̂ ∼ χ2(k)を計算

することになる。βが k× 1ベクトルであり、V1と V0が行列式で表される場

合には、上のハウスマン検定量は次のように書き換えられる。

m = q̂′[V̂(q̂)]−1q̂ ∼ χ2(k) (43)

結果はスカラーの場合と全く同じである15。

14まず、var(q̂) = var(β̂1) − var(β̂0) が成り立つためには、cov(β̂0, q̂) = 0 を証明しなけれ
ばならない。この証明は Maddala(2001, pp.495-496) で与えられている。

15ここで用いる k は推計すべきパラメータ β から定数項と時間ダミーを除いたパラメータの
数を表している。
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3.5.5 Breusch-Pagan検定

もう一つのモデル特定化テストとしては固定効果の分散がゼロかどうかを

検定する Breusch-Pagan検定がある。

次のようなモデルを考えよう。すなわち、定数項 µは個別固定効果 µiでは

なく、すべての iに対する定数である。

yit = µ + xitβ+uit (44)

これは個別固定効果が存在しないのでプーリング最小二乗法推定ができる。

その残差項を ûit とすると、つぎのような統計量を定義できる。

S1 =
N∑

i=1

(
T∑

t=1

ûit

)2

(45)

S2 =
N∑

i=1

T∑
t=1

û2
it (46)

これに対して Lagrange Multiplier (LM)統計を次のように定義すると、こ

の統計量は自由度１のカイ二乗分布に従うはずである。

LM =
NT

2(T − 1)

(
S1

S2

− 1

)2

∼ χ2(1) (47)

この検定が有意であれば、プーリング推定を棄却し、ランダム効果推定を

採択することが望ましいことを意味する。

ハウスマン検定と Breusch-Pagan検定をあわせるとプーリング推定、ラン

ダム効果推定、固定効果推定の間に序列をつけることが出来る。

3.6 不完備パネルデータ

3.6.1 不完備パネルデータの分類

これまで、パネルデータはすべて揃っていて欠損がない完備パネルデータ

を想定していた。しかし、実際のパネルデータは個人や企業が回答拒否して

観察値が欠落していることがある。また、さらには、企業であれば倒産した

り、新規参入してくることもあるし、個人であれば、死亡したり、移転して

追跡不可能になることもある。むしろ、パネルデータは不完備な状態の方が

当たり前とさえ言える。では、不完備パネルデータを利用するために注意す

べき問題点は何だろうか。

データの問題として、無作為（ランダム）にデータが欠測する場合と、有

為に欠測する場合（例えば、企業倒産や個人のサンプルからの脱落）とでは
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意味が違ってくる。無作為（ランダム）欠測の場合、一般に不完備パネルデー

タであっても、その平均、分散の計算をデータサイズを適切に考慮して計算

し、データサイズに応じたウェイト付けした加重最小二乗法 (weighted least

square=WLS)を用いて推定すれば問題はない。問題はデータの欠測に何ら

かの法則性 (self-selection reasons)があり、残ったサンプルが元のサンプルの

性格と違ってくる場合である。この場合にはいわゆるサンプル・セレクショ

ン・バイアス問題に直面する16。

誤差項の分散に関する推定は ANOVA(分散分析)法17や最尤法18が用いら

れている。ANOVA法は、完備データに対しては最良不偏推定が得られるこ

とが知られている、不完備データに関しては、推定は誤差項の分散の関数と

して表されているが（Townsend and Searle (1971)）、不偏推定を得ること

は可能である。しかし、等分散性、無相関性は保障されていないので、最良

不偏推定とはならない。最尤法は十分統計量の関数となり、一致推定であり、

漸近的に有効推定となることが示されているが、誤差項の分散を推定するた

めに多くの自由度が失われている。

Baltagi and Chang (1994) は不完備パネルデータを用いて一元配置誤差構

成要素モデルのモンテカルロ実験を行った。その結果、次のようなことが明

らかにされた。（１）推定されたパラメータに関しては ANOVA法による一

般化最小二乗法の推定も、最尤法の推定もほとんどかわらないこと。（２）誤

差項の個別分散推定においては ANOVA 法による推定は最尤法に比べて精

度が低い。とりわけ、データの不完備度が高かったり、分散構成比 (variance

component ratio)が１より大きい場合には、それが顕著となる。（３）不完備

データから完備データ部分だけを摘出して推定することは、有効性を大幅に

失う。

これらの結果より、不完備データだからといって、一概にそのサブセットで

ある完備データにまで情報量を落とすことは薦められないし、現在では一般

に用いられているパネル・データ推定プログラムでも不完備データに応じて

自動的に推定を調整してくれるようになり、推定量が完備データと比べれば

最良ではないとしても、不完備データの問題は大幅に縮小されるようになっ

ている19。

16よく知られている事例は、ニュージャージ－ (New Jersey)およびインディアナ州ギャリー
（Gary）における所得維持政策実験である。ここでは、家計簿をつけることに便益を感じない参
加者が脱落し、軍隊に召集された人も脱落し、さらにこの実験から何の恩恵も受けない高額所得
者も脱落した。このように、一定の傾向を持った人々が脱落することで実験計画の無作為化と局
所管理の原則が破られていった。Hausman and Wise (1979) はこの脱落問題の引き起こすバ
イアスを推計している。彼らによれば脱落のバイアスは小さいが有意であることが明らかにされ
ている。

17ANOVA法については (Searle (1971)、Townsend and Searle (1971)、Wallace and Hus-
sain (1969)、Swamy and Arora (1972)、Fuller and Battese (1974)、Henderson (1953) な
どを参照。

18最尤法については Jennrich and Sampson (1976)、Harville (1977)、Das (1979)、Corbeil
and Searle (1976a,b)、Hocking (1985) などを参照。

19もちろん、不完備データにも程度があり、あまりにデータの欠落が多いようだと利用上問題
が出てくることもあることには注意を要する。
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パネルデータの不完備性はいくつかの理由で発生するが、調査対象サンプ

ルの一定比率を順次入れ替えるローテーション方式 (rotating panel）が採用

されている場合にも発生する。

例えば、6期間パネル調査を行っていて、毎期 6分の 1サンプルずつ入れ

替えるという方式である。このような調査方法をとるのは、サンプルを一度

に全部取り替えると前期からの連続性が全く失われてしまうが、6分の 5サ

ンプルが残っていれば連続性はある程度確保される。このローテーションの

6分の 1に入るサンプルがランダムに選ばれているとすると (実際の家計調査

では全国から選ばれているサンプルが無作為に入れ替えられる)。

図表 3.2 ローテーション・パネルの構造

もう一つの理由は、第 2章で論じたようにサンプルから脱落してしまう場

合である。これが特定の質問に対して拒否したい人が回答拒否ということで

脱落したとすれば、これはシステマティックなものであり、ランダムな脱落

とは違う取扱が必要になる。

さらに、サンプルから脱落するのではなく、一部の質問に答えないあるいは

答えられないという問題（incidental truncation problem）もある。Heckman

の賃金関数のサンプルセレクション・バイアスの問題などがこれに入る (調査

のある時点で失業して賃金所得がなくなるケースなど)。

3.6.2 不完備パネルデータの推計

データの脱落が完全にランダムである場合には、不均一分散の時に論じた

ように、分散共分散行列を調整して実行可能な一般化最小二乗法 (FGLS)で

推計する。すなわち、調整係数は次のように定義できる。

λi ≡ 1 −

√
σ2

v

σ2
v + Tiσ2

µi

(48)

この係数を各主体の時系列平均に掛けて、それを各変数から引いて調整し

た式をランダム効果推定すればよい。

yit − λiȳi = (xit − λix̄i)
′β + εit (49)

具体的な推計モデルを考えてみよう20。

20以下はWooldridge(2002, chap17), pp.578-580 を引用している。
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yit = x′

itβ + µi + uit t = 1, . . . , T (50)

xit は 1 × k行列、β は k × 1行列。µi は xit と相関している。

ここで、ある時点においていくつかの主体 iが観察されないケースを考え

よう。具体的には t = 1期にはすべての主体 iがサンプルに入っているとす

る。主体 iがランダムに欠落する場合、si ≡ (si1, . . . , siT )′ を T × 1行列の

選択指標（selection indicators)を考える。ここで (xit, yit)が観察されれば

sit = 1、観察されなければ sit = 0とする。

{(xi,yi, si) : i = 1, 2, . . . , N}を母集団からランダムに選ばれたサンプルで
あるとする。選択指標 si はどの期にどの iが欠落しているかを示す。

(1)式の β の推定量は次のように表せる。

β̂ =

(
N−1

N∑
i=1

T∑
t=1

sitẍ
′

itẍit

)−1 (
N−1

N∑
i=1

T∑
t=1

sitẍ
′

itÿit

)

= β +

(
N−1

N∑
i=1

T∑
t=1

sitẍ
′

itẍit

)−1 (
N−1

N∑
i=1

T∑
t=1

sitẍ
′

ituit

)
(51)

ここで

ẍit ≡ xit − T−1

i

T∑
r=1

sirxir, ÿit ≡ yit − T−1

i

T∑
r=1

siryir, Ti ≡
T∑

t=1

sit

不完備パネルデータの固定効果が一致推定になるためには、全ての tに対

して、E(Sitẍ
′

ituit) = 0が成り立つ必要がある。ẍit はすべての xi と si に依

存しているので次のような強い外生性条件が満たされる必要がある。

条件 (a) E(uit | xi, si, µi) = 0 t = 1, 2, . . . , T

条件 (b)
T∑

t=1

E(sitẍ
′

itẍit)が非ゼロ行列である

条件 (c) E(uiu
′

i | xi, si, µi) = σ2
uIT

条件 (a)と条件 (b)が満たされていれば、固定効果推定は不完備データの

もとでも一致推定となる。

ランダム・ローテーションパネルやその他のランダムな欠落パネルの場合

には、si は (ui,xi, µi) から独立しており、一般的な固定効果推定の下では

E(uit|xi, µi)が成り立つ。

ランダム効果推定が成り立つためには、si と µi が独立している必要があ

る。すなわち、選択指標 siが個人効果 µiと相関していると思われるような場

合には、例え、E(µi|xi) = 0であっても、ランダム効果推定は不一致となる。

条件 (c)が加われば、固定効果の推定は有効となる。条件 (a),(c)より
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V ar

(
T∑

t=1

sitẍ
′

ituit

)
= σ2

u

[
T∑

t=1

E(sitẍ
′

itẍit)

]
(52)

固定効果推定の漸近分散は次のように表せる。

σ̂2
u

(
N∑

i=1

T∑
t=1

sitẍ
′

itẍit

)−1

(53)

σ̂2
u は次のように求められる。

E

(
T∑

t=1

sitü
2
it

)
= E

(
T∑

t=1

sitE(ü2
it | si)

)
= E

{
Ti

[
σ2

u(1 − 1�Ti

]}
= σ2

uE [(Ti − 1)]

(54)

sit = 1の時固定効果推定の誤差は ûit = ÿit − ẍitβ̂ とする。

N−1
N∑

i=1

(Ti − 1)
p→ E(Ti − 1)であるので

σ̂2
u =

[
N−1

N∑
i=1

(Ti − 1)

]−1

N−1
N∑

i=1

T∑
t=1

sitû
2
it =

[
N∑

i=1

(Ti − 1)

]−1
N∑

i=1

T∑
t=1

sitû
2
it

(55)

したがって plim
N→∞

σ̂2
u = σ2

u が成り立つ。

これらの結果から、不完備パネルデータの推計が有効一致推定となるため

の条件が明らかになった。現実的には、これらの条件がある程度満たされて

いることが確認できれば、不完備パネルデータであっても、推計上、問題に

なることはない。逆に、これらの条件が大幅に毀損されている場合には、サ

ンプルを削減するなり、分析方法をパネルデータ分析から各時間毎のクロス・

セクション分析やプーリング推定に変更するなどしなければならない。

3.7 STATAコード

ここでは次のような簡単な生産関数を推計してみよう。

lnYit = α0 + α lnKit + β lnLit + γdebt/assetit + δ(debt/asset)2it (56)

+ ζ(own capital ratio)it + η(sales share)it + εit

これは、コブ・ダグラス型生産関数に全要素生産性 (TFP)に相当する部分

に負債資産比率やその二乗、自己資本比率などの財務関連データ21と売上シェ

21これらはコーポレート・ガバナンス関連の変数であるとされ、債権者の関心を表す負債比率
や株主資本である自己資本比率が企業生産にどのように影響を与えているかを見ようとするもの
である。
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アによって表される市場競争の条件を代入して、その効果を見ようとするも

のである。データは第 7章で論じる経済産業省の『企業活動基本調査』を用

いている。

推計式では lnYit = ln rs、実質売上高、lnKit = ln k、実質資本ストック、

lnLit = ln L、労働者数、debt/assetit = darat、負債資産比率、(debt/asset)2it =

darat2、負債資産比率の 2乗、(own capital ratio)it = ocaprat、自己資本

比率、(sales share)it = ssuriagesyea、売り上シェア、という表示になって

いる。

本章で用いた推計方法と検定は STATAでは次のように書くことができる。

xtreg lnrs lnk lnL darat darat2 ocaprat ss, i(arin) fe

xtreg lnrs lnk lnL darat darat2 ocaprat ss, i(arin) re

xttest0

hausman

まず、固定効果推定は STATAでは推計式の末に feと書けばよい。ランダ

ム効果推定は reと入れる。Breusch-Pagan検定は xttest0と書けばよく、ハ

ウスマン検定は hausmanと書く。ここでは固定効果を個別企業に割り振らず

に産業分類 (ここでは arinという表示になっている)に振っている。これは

i(arin)と書ける。

図表 3.3は固定効果推定、ランダム効果推定の結果をまとめたものである。

標本数は 26195であり、産業分類は 33種類に分かれている。推計されたパラ

メータは固定効果推定とほぼ同じであり、推定方法がパラメータ推計にバイ

アスを与えていないことがわかる。

資本と労働にかかるパラメータの合計は 1.027であり、ほぼ 1に近似でき

る。しかし、それ以外の財務変数や市場競争変数も有意に効いており、単純

なコブ・ダグラス生産関数では無視されている要因も生産に影響を与えてい

ることが示されている。Ｆテストは固定効果推定とプーリング推定を比較し

たものであるが、固定効果が有意ではないという帰無仮説は棄却されている。

Breusch-Pagan検定はプーリング推定とランダム効果推定を比較するもの

で、ここではプーリング推定が棄却され、ランダム効果推定が残る。ハウス

マン検定はランダム効果推定が説明変数と相関していないという帰無仮説を

棄却するもので、固定効果推定が残る。

これら一連の仮説検定を STATAコードを書けば一度に行うことができる。

この生産関数の推計においては、固定効果推定が望ましい統計手法として残っ

たと言える。当然ながら、これの結果は与えられたデータの与えられた期間

に関して固定効果推定が棄却されないというだけのことであり、他のサンプ

ルでは違った結果になることは十分あり得る。
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注） 矢印は各検定・診断テストについて、矢の根元が帰無仮説、 

矢の先が対立仮説を表している。 
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図表 3.2 
 



 

図表3.3

Estimated 
Coefficient t-statistics Estimated 

Coefficient z-statistics

Ink 0.1637300 50.09    0.1641548 50.24    
InL 0.8635048 151.85    0.8632702 151.88    
darat -0.5927591 -9.42    -0.5957934 -9.47    
darat2 -0.0163443 -4.51    -0.0163759 -4.52    
ocaprat -0.7173559 -11.87    -0.7204153 -11.92    
ss 7.5123060 22.67    7.4631300 22.61    
_cons -0.0698154 -1.01    -0.4007013 -4.54    

Diagnostic Test
Number of observation   
Number of groups
R-sq:     within 

    between
    overall

F test that all u_i=0:
sigma_u
sigma_e
rho
Breusch and Pagan Lagrangian 
multiplier test for random effects:
Hausman specification test

F(32, 26156) =    527.74  Prob>F = 0.0000

chi2(1)  = 1.1e + 07     Prob > chi2 = 0.0000

Dependent Variable: Inrs
Fixed Random

33 33
2691526195

0.7299

chi2(6) = 22.06   Prob>chi2 = 0.0012

0.3940
0.6337
0.2788

0.7299

0.3103
0.6337
0.1934

0.4554
0.6123

0.4564
0.6124

 

 


