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第５講 切断従属変数

従属変数が質と量の両方の性質を持つようなデータを考えてみよう。例えば、

1. 自動車関係経費への支出

2. アウトドアレジャーへの支出

3. 株式の保有高

これらの変数を個人レベルで観察すると、一部の個人がプラスで残りはゼロ
の値をとる。すなわち、このタイプのデータは (1)保有しているかどうか（０か
１）の選択（質的変数）と (2)保有している場合にはどれぐらいか（量的変数）が
複合されたものであることがわかる。
ロジットやプロビットモデルでは潜在変数の値は直接観察できないが、この

場合、潜在変数（支出）が臨海値（０）を越えるとその値が観察されるようにな
るという性質を持っている。
このようなデータは厳密には次の２種類に分けることができる。すなわち、従

属変数がある値以上、以下、あるいは上下で切断されていても、説明変数はすべて
の標本について観察される場合を検閲標本（censored sample）と呼び、説明変
数についても切断されなかった標本のみが観察される場合を切断標本（truncated
sample）と呼ぶ。 以下ではこの両者の区別は行わない。

5.1 切断正規分布（truncated normal distribution）

切断された変数は、例えば、平均が µの正規分布から選ばれた無作為標本（y）に
ついて、ある水準以下のデータは検閲（censor）されて消されているようなケー
スに相当する。

y > a なら yの値がそのまま公開される
y ≤ a なら y = 0として扱われる

yの密度関数を f(·)、累積密度関数を F (·)で表すと、検閲をパスした標本の密度
関数は

f(y)

1− F (a) , y > a (5.1)

となる。
図 5.1のように検閲をパスした標本は密度関数 f(·)を aで切断した右側の密

度と同じ形になる（赤線の部分）。条件付きの密度関数はその下の面積が１にな
るように調整し、f(·)を y が aを超える確率 (1 − F (a))で割ることにより得ら
れる。
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図５．２　　切断された正規分布の期待値
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切断された分布の条件付き期待値は (5.1)の密度関数より

E(y | y > a) = R∞
a

yf(y)

1− F (a)dy (5.2)

により求められる。これは無条件の期待値 µより大きくなる。
一般的に、切断された分布の期待値と元の分布の期待値については、次のよ

うな関係が成り立つ。

E(y | y > a) > E(y) ： 下から切断された分布の期待値
E(y | y > a) < E(y) ： 上から切断された分布の期待値

さらに yが正規分布に従う場合、条件付き期待値 E(y | y > a)と切断点 aの関係
は 図 5.2のようになる。

条件付き期待値は aが小さくなると無条件の期待値 µに漸近し、大きくなる
に従って aに近づく。
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図５．３　　トービット・モデルの考え方
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5.2 トービット・モデル

観察される値 (y)と潜在変数 (y∗)の間に次の関係が存在し、誤差項 εi は xと無
相関で独立に平均 0の正規分布に従うとする。

y∗i = α+ βxi + εi i = 1, · · · , n (5.3)

ε ≈ N(0,σ2)

y∗i > 0なら yi = y
∗
i

y∗i ≤ 0なら yi = 0
(5.4)

ここでは、潜在変数については古典的正規回帰モデルの仮定が成立している
が、潜在変数が負ならば切断され、その値は直接観察できないと考える。このよ
うなモデルを提唱者トービンにちなんでトービット・モデルと呼ばれている。（図
5.3）
ここでは真の回帰線のパラメータ (α,β)と分散 σ2の値を求めることが問題と

なる。支出がゼロとなる確率は xの値に依存して変化し、εについての条件とし
て書き表せる。

Pr(y = 0 | x) = Pr(y∗ ≤ 0 | x) = Pr(α+ βx+ ε ≤ 0 | x)
= Pr(ε ≤ −α− βx | x) = F (−α− βx)

ここで F (·)は εの累積密度関数である。確率は標準正規分布の累積密度関数 Φ(·)
を使って書き直すと、

Pr(y = 0 | x) = Φ
µ−α− βx

σ

¶
(5.5)

プラスの支出の確率は、

Pr(y > 0 | x) = 1− Φ
µ−α− βx

σ

¶
(5.6)

となる。支出がプラスで切断された標本の条件付き期待値は次のように表せる。

E(y | y∗ > 0, x) = E(α+ βx+ ε | ε > −α− βx)
= α+ βx+ E(ε | ε > −α− βx) (5.7)
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図５．４　　切断された標本の期待値
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εの条件付き期待値 E(ε | ε > −α− βx)は分布が下から切断されているため、
プラスとなる。切断された標本の期待値は常に潜在変数の期待値より大きくなる。

図 5.4は真の回帰線 (a)と切断された標本の条件付き期待値 (b)およびゼロを
含むすべての観察値の期待値 (c)の関係を示したものである。(c)は、

E(y | x) = E(y | y = 0, x) = Pr(y = 0 | x) + E(y | y > 0, x) Pr(y > 0 | x)
= E(y | y > 0, x) Pr(y > 0 | x)
= (α+ βx+ E(ε | ε > −α− βx))(1− Φ((−α− βx)Áσ)) (5.8)

となり、(5.7)と比べて切断された標本の期待値より小さくなる。つまり、(b) > (c)
となる。
これらの関係を推計する場合には最小２乗法を用いるとゼロに偏った推計と

なることが、図 5.3と図 5.4から明らかである。

5.3 最尤法

従属変数がプラスの場合、尤度関数は密度の積、ゼロの場合、尤度関数は確率の
積として表せる。プラスの場合 y = α + βx + εなので、ε = y − α − βxと書け
る。ε ≈ N(0,σ2)であり εÁσ は標準正規分布に従う。標準正規分布の密度関数
φ(·)により yの密度は次のように表せる。

f(y) =
1

σ
φ

µ
y − α− βx

σ

¶
(5.9)

(5.5)のようにゼロが起こる確率は Pr(y = 0 | x) = Φ
³
−α−βx

σ

´
である。尤度関

数は、

L(α,β,σ) =
Q
yi>0

1

σ
φ

µ
yi − α− βxi

σ

¶ Q
yi=0

Φ

µ−α− βxi
σ

¶
(5.10)

となる。対数尤度を α,β,σについて最大化することによって、最尤推定量が求ま
る（トービット推定という）1。

1トービットの最尤推定量の詳しい導出については Maddala(1983) chapter6 を参照されたい。
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5.4 トービット・モデルの限界

1. 誤差項に関する想定・非正規性と不均一分散性

古典的回帰モデルにおいて最小２乗推定量は誤差項が正規分布に従わなく
ても最小分散不偏であり、また誤差項が不均一分散でも不遍性と一致性は
保たれていた。 つまり最小２乗法は誤差項の想定について頑強（robust）
な推定量であった。

トービット・モデルでは、正規性が成立しない場合や不均一分散の場合に
は、最尤推定値は一致性を持たない。しかし古典的回帰モデルのように誤
差項の想定に対して頑健な推定法はない。これは従属変数の分布をあらゆ
る情報を使って適切に推測して、それに基づいて密度関数の分布を設定す
るしかないということを意味している。

さらに Heckman(1990)は以下で指摘するような問題を解決する目的で次の
ような一般モデルを提示した。2

y1i = X1iβ1 + ε1i (5.11)

y2i = X2iβ2 + ε2i (5.12)

Ti = 1(Ziγ + ε0i > 0) (5.13)

yi = Tiy1i + (1− Ti)y2i (5.14)

ここで Ti は Ziγ + ε0i > 0ならば 1、Ziγ + ε0i ≤ 0ならば 0をとる選択変
数である。
このモデルの要点は以下の２つである。

2. 変数効果の多様性（heterogeneity）

変数にかかる係数は個人の属性に応じて決まる。例えば、労働組合が賃金
に与える効果について考えてみよう。一般的に、組合員の賃金は非組合員
の賃金より高い。(5.11)は組合員の賃金関数とし、(5.12)は非組合員の賃金
関数だとしよう。非組合員は学歴による賃金上昇率は低いことが知られて
いる。Xi の k番目の変数は学歴だとすると、βk2 < β

k
1 ということである。

組合員であるかどうかの効果は切辺だけではなく、係数の違いにも出てく
るのである。すなわち、

組合員効果 i = Xi(β1 − β2) (5.15)

である。

3. 選別性バイアス（selectivity bias）

選別性の問題は、選別された（管理）グループの属性が選別の方法自体に
影響を受けており、かつ結果に影響を与えるとすれば、選別された変数が
結果に影響を与えているという因果関係は、誤っていることがある。例え
ば、私立学校の教育の質の評価について考えてみよう。教育の効果は卒業
後の所得で測れるとする。経済学者は学生の家庭環境に関する情報はない
ものとする。もしこの私立学校が家庭の資産が大きい学生を優先的に選別
しており、また裕福な家庭の学生は教育の質に関わりなく裕福になりやす
いという事実があるとすれば、この選別のメカニズムを知らずに計量分析
すると、本当は家庭環境の違いに帰属する効果を教育の効果と間違えてし
まうことになる。

2本節は Johnston and Dinardo (1997), pp.446-452 を参照。
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Heckman(1976)は上述の選別性バイアス問題を二段階の修正を施すことによっ
て解決できることを示した（Heckman�s two-step estimator）。
選別性バイアスに関する古典的事例は Gronau(1974)によって提示されてい

る。この場合、女性賃金が結果であり、労働市場への参入を選別効果としよう。
次のような女性賃金関数を考える（これは (5.11)に相当する）。

wi = Xiβ + ε1i (5.16)

ここで wi は対数表示の賃金、Xi は労働経験や学歴などの属性ベクトルである。
ここで問題になるのは労働市場に参入してくる女性はランダムに選ばれたわけで
はない。この選別によって係数 β はバイアスを生じるだろう。
労働市場への参加関数を次のように書く（これは (5.13)に相当）。

Ti = 1 (Ziγ + ε0i > 0) (5.17)

ここで Zは女性の労働市場への参加を説明する変数のベクトルである。Ziと Xi

には共通の変数も含まれていいが、Gronauは Zに子供の数も含めた。これは女
性の労働市場への参加に影響を与えるかもしれないが、賃金には影響しない。
労働市場に参加している女性に関する賃金関数 (5.17)の期待値をみれば、選

別問題は明らかである。

E [wi | Xi Ti = 1] = Xiβ + E [εγi | ε0i > −Ziγ] (5.18)

ε0 と ε1 はともに正規分布し、次のような関係がある。

ε1i =
σ0,1
σ20
ε0i + υi =

σ0,1
σ0

· ε0i
σ0
+ υi (5.19)

ここで υi は ε0iに無相関、σ0,1 は ε0iと ε1i の共共分散、ε1iは σ20 は ε0iの分
散である。

(5.20)を使って (5.19)の誤差項を書き換える。

E [ε1i | ε0i > −Ziγ] = σ0,1
σ0
E

·
ε0i
σ0

| ε0i
σ0

>
−Ziγ
σ0

¸
=
σ0,1
σ0

φ(ZiγÁσ0)
Φ(ZiγÁσ0)

(5.20)

ここで φ(·)は標準正規密度関数、Φ(·)はその累積密度関数である。選別バイ
アスは σ0,1 がゼロでない場合に生じると解釈できる。
ところで (5.17)を OLSで推計すると、βはバイアスを持つが、次のような変

数（ここで φ(ZiγÁσ0)
Φ(ZiγÁσ0)

は inverse Mills ratio、あるいはハザード比と呼ばれる）を
加えることでこのバイアスを除去することができる。

wi = Xiβ +
φ(ZiγÁσ0)
Φ(ZiγÁσ0)

�σ (5.21)

Heckmanはこのようなモデルを次のような２段階修正で推計することを提示
した。

1. Zi をプロビット推計することで γÁσ0 を求める。

2. the inverse Mills ratioを計算する。
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3. Ti = 1のデータに関して (5.21)を OLSで推計する。この推定量は一致推
定量である。

実際には、このような手続きは既存の計量パッケージ（例えば STATA）のコ
マンド（Heckman）を用いることで Heckman二段階推計は容易に行うことがで
きる。
もちろん、この推計方法は必ずしも最適とはいえないし、(5.17)を単純に推計

したほうがより効率的である場合もある。Davidson and Mackinnon (1993)が指
摘しているように、２段階推計は選別性バイアスがあるかどうかのテストに用い
るべきであるという考え方もある。
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